
Clase 1: 
Introducción a Redes Complejas

Mecánica Estadística Avanzada: 

Modelos discretos en Sistemas Complejos

Mario Cosenza



Sistemas Complejos

Sistema complejo: conjunto de elementos interactivos cuyo comportamiento colectivo (estructuras, funcionalidad, organización) 

no puede ser descrito a partir del comportamiento de los elementos aislados; emerge de sus interacciones → No linealidad.

Comportamientos colectivos comunes:  sincronización (coherencia), formación de patrones, auto-organización,

adaptación, transición orden-desorden, red de conectividad → Universalidad.

Ejemplos: osciladores no lineales acoplados, colonias de insectos, cardúmenes, tráfico, sistemas ecológicos, 

sistemas fisiológicos, clima, economía, sistemas sociales, cerebro.  → Interdisciplinariedad.



Redes: la estructura de sistemas complejos

( )k i =  número de conexiones o grado del nodo i

i = 1,2,…,N    (tamaño del sistema)

nodo i
k(i) = 3

nodo j

xi(t) = variable de estado de nodo i en tiempo t

(estados y/o tiempo pueden ser continuos o discretos)       

link (i,j)

Sistemas complejos: elementos dinámicos (nodos) +  interacciones (conexiones, enlaces, links).

Puentes de Königsberg (Leonard Euler, 1736)

¿Existe un camino que cruce todos los puentes sin repetir ninguno?

No existe solución si hay mas de 2 nodos con k(i) impar. 

Breve historia: Teoría de Grafos 

No aquí!

Red



Conceptos generales de redes

Sea  V = {v1, v2, …, vN} un conjunto finito, llamado conjunto de nodos o vértices. 

Sea                     un conjunto de pares (no necesariamente distintos) 

formado con los elementos de V, llamado conjunto de links, enlaces. 

E es simétrico si (vi,vj) ϵ E ↔ (vj,vi) ϵ E.  

𝐸 ⊆ 𝑉⨂𝑉

Un grafo o una red G es un par (V, E).

• Si E es simétrico, G es una red no dirigida.

• Si E no es simétrico, G es una red dirigida.

• Si (vi,vi) ϵ E, G es una red reflexiva. 

Ejemplo: 𝑉 = 1,2,3,4

𝐸1 = 1.2 , 1,3 , 2,1 , 2,3 , 3,1 , 3,2 , 3,4 , (4,3)

𝐸2 = 1,1 , 1.2 , 1,3 , 2,1 , 2,3 , 2,3 , 2,3 , 3,1 , 3,2 , 3,2 , 3,2 , 3,4
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G = (V, E1)

G = (V, E2)
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Paul Erdös (1960’s):
Propiedades estadísticas de redes aleatorias.

Grado promedio:



Matriz de conectividad
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Unidimensional               Global           red dirigida (no simétrica)

o

o

M contiene la topología de la red.

Red de interacciones se puede expresar como matriz de conectividad o adyacencia N × N: 𝑀𝑖𝑗
𝛼(𝑡)

i,j: elementos (nodos) del sistema, α: tipo de interacción, t: dependencia en el tiempo.

Valor de                indica la intensidad de la interacción tipo α entre elementos i y j en el tiempo t.𝑀𝑖𝑗
𝛼(𝑡)



Conjunto de vecinos

matriz de adyacencia tabla de vecinos

0 1[ , ]
ij

M En general, “peso” del acoplamiento i,j:

J. Ito, K. Kaneko, Neural Networks 13, 275 (2000).

Ejemplo: redes neuronales
50 × 50

𝜈𝑖 = conjunto de vecinos de i𝑖



Redes fractales

Red jerárquica (árbol)

Crecimiento fractal (dendritas)

M.G. Cosenza, R. Kapral, Phys Rev A 46,1850 (1992) K. Tucci, M.G. Cosenza,  Physica D 199, 91 (2004)

Triángulo de Sierpinski

n=1 n=2

5nN 
3nN 

nivel
n=1

i =1
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Relacion unívoca i ↔ etiqueta

M.G. Cosenza, K. Tucci, Phys.Rev. E 64, 026208 (2001).

Sierpinski en d-dimensiones

n=3d=3

K. Tucci, M.G. Cosenza, O. Alvarez, Phys Rev E 68, 02702 (2003)

𝑁 = (𝑑 + 1)𝑛



Redes de pequeño mundo: el boom

Small World Networks, D. J. Watts, S. H. Strogatz, Nature 393, 440 (1998).            [46320 citas Google Scholar]

Probability of rewiring

Muchas redes naturales y artificales poseen pequeño número de links (<<N) entre 2 nodos cualesquiera, en promedio.

L =  longitud característica:

promedio de número de links entre 2 nodos.

Redes de pequeño mundo: existen entre el orden y el desorden; 

poseen conexiones de largo alcance.
regular random

SW

C =  coeficiente de clustering: fracción promedio de vecinos que son vecinos entre sí.

Red pequeño mundo:   L pequeño (L<<N),  C grande.   

𝐶(𝑖) =
# triángulos que contienen al nodo 𝑖

# total de triángulos posibles con nodo 𝑖
𝐶 =

1

𝑁
෍

𝑖=1

𝑁

𝑐(𝑖)

𝐿 =
1

𝑁(𝑁 − 1)
෍

𝑖≠𝑗

𝑑𝑖𝑗



El efecto pequeño mundo

¡El mundo es pequeño!

721 milliones usuarios

69 billiones links

L=4,74 

Distancia promedio entre cualesquiera dos nodos << tamaño del sistema

L. Backstrom, P. Boldi, M. Rosa, J. Ugander, S. Vigna, 

Proceedings of the 4th ACM Web Science Conference, p.33–42 (2012).

J. Leskovec, E. Horvitz, Transactions on Computational Social Systems IEEE 1, 156 (2014).

Muchos repetían conocidos.



Redes sociales reales: redes de pequeño mundo

The Web of Human Sexual Contact.

F. Lijeros, C. Edling, L. Amaral, H. Stanley, Y. Aberg,

Nature 411, 907 (2001).

N = 2810 (age 18-74),  L = 6

Red de contactos sexuales:

The Erdös Number Proyect:    

http://www.oakland.edu/enp/

N = 600.000 autores, L  6

Red de colaboraciones científicas:

Tema literario: 

Javier Marías, Mañana en la batalla piensa en mí.

Número de Erdös de Mario Cosenza = 4

• P. Erdös,  M. Kac,  Amer. J. Math. 62,  738 (1940).

• B. Gaveau,  T. Jacobson,  M. Kac,  L. Schulman, Phys. Rev. Lett. 53 , 419 (1984).

• B. Gaveau,  J. T. Hynes,  R. Kapral,  M. J. Moreau, J. Stat. Phys. 56, 879 (1989).

• M. G. Cosenza,  R. Kapral,  Phys. Rev. A 46, 1850 (1992).



Ejemplos de redes de pequeño mundo

Efecto pequeño mundo es común en muchos sistemas: colaboradores (co-autores científicos, actores de cine, deportes), 

redes distribución eléctricas, neuronas C Elegans, sinónimos, internet, redes metabólicas, redes sociales reales y virtuales, contactos sexuales.

Red de Superhéroes

coprotagonistas de Marvel (139)



Redes libres de escala

Number of connections k

 P k k 

Rutas aéreas

log k

Distribución de probabilidad de links es una ley de potencia:

No existe escala característica (valor medio) de k: 
eventos ocurren en todos las escalas.

α pendiente

aleatorio libre de escale

Muchos nodos tienen 

pocas conexiones

Pocos nodos tienen 

muchas conexiones (hubs)

Mecanismo de formación: conexión preferencial,

Nuevos nodos prefieren nodos con más conexiones.

Distribución de links

A. Barabasi, R. Albert, Science 286, 509 (1999).



Ejemplos de redes libres de escala

Ejemplos:

www, rutas de tráfico, interacciones de proteínas, citas, 

amigos Facebook, frecuencia de palabras en textos, 

llamadas telefónicas, redes eléctricas, terremotos, 

distribución de recursos, riqueza 

(Ley de Pareto en economía).  lo
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 P k k  2 < 𝛼 < 3

Ley de Pareto



Redes de comunidades (modulares)

a) Amigos in un club de karate.                                         c) Manada de delfines.                               e) Palabras relacionadas con “bright”.

b) Colaboraciones en el Instituto Santa Fe.                      d) Interacciones proteína-proteína.

d

Comunidades (módulos):  subconjuntos de nodes altamente conectados, con pocas conexiones entre subconjuntos distintos.

Estructura modular o de comunidades en una red se puede caracterizar mediante una medida de modularidad.

Ejemplos:

e



Red de enfermedades humanas

K. Goh, M. Cusick, D. Valle, B. Childs, M. Vidal. A. Barabasi,

Proc.  Natl. Acad .Sci. USA 104, 8685 (2007).

pequeño mundo + libre de escala + comunidades



Resumen

Redes Complejas: estructuras características en sistemas complejos de diversos contextos.

Libre de escala ComunidadesPequeño mundo

Subgrupos con muchos links internos, 

pocos links entre distintos subgrupos

Multicapas

Distancia media entre nodos ≪ 𝑁
clustering alto, entre ordenada y aleatoria

Diferentes redes coexistentes

Distribución de links: 𝑃 𝑘 ~𝑘−𝛼

Pocos nodos con muchos links, muchos nodos con pocos links



http://laconga.redclara.net

contacto@laconga.redclara.net

lacongaphysics
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