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De la clase anterior ...

I Recodemos:
(iγµ∂µ −m)ψ = 0 (1)

I La base de matrices γ que estamos usando:

γµ −→
{(

1 0
0 −1

)
,

(
0 ~σ
−~σ 0

)}
. (2)

I La acción asociada a la ecuación de Dirac

S =
∫
d4xψ̄(iγµ∂µ −m)ψ, (3)

donde:
ψ̄ ≡ ψ†γ0. (4)
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Cantidades conservadas

I La invariancia bajo cambios de fase global ψ −→ e−iθψ:

Jµθ = θψ̄γµψ. (5)

∂0
(
ψ†ψ

)
= −∂i

(
ψ̄γiψ

)
. (6)

I La invariancia de traslaciones define el 4-momento lineal

δεx
µ = εµ; δεψ = δεψ̄ = 0. (7)

J0
ν = T 0

ν ≡ pν = ψ†(~α · p̂ +m, p̂)ψ. (8)
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+ cantidades conservadas
I Invariancia de rotaciones en un eje ~θ = θθ̂:

x̃µ = Λµνxν ∼ xµ − iθk(Lk)µνx
ν = xµ + δ~θx

µ, (9)

ψ̃(x̃) = Λψψ(x) ∼ ψ − iθkSkψ = ψ + δ~θψ, (10)

donde
(Lk)µν = 1

2εkij(M
ij)µν ; Sk = 1

2εkijS
ij . (11)

I La carga conservada
jk = ψ†((x̂× p̂)k + Sk)ψ. (12)

I Aparecen las dos partes del momento angular espacial:
I Orbital: ~L = x̂× p̂.
I Esṕın: ~S.

Solo se conserva la suma ~J = ~L+ ~S.
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Soluciones

I Hay 4 soluciones ψi = ui(p)e−ip·x independientes con valores E > 0 (2
soluciones) y E < 0 (2 soluciones).

u1,2(p) =




1
0
pz

E+m
px+ipy

E+m

 ;


0
1

px−ipy

E+m
−pz

E+m


 . (13)

u3,4(p) =




pz

E+m
px+ipy

E+m
1
0

 ;


px−ipy

E+m
−pz

E+m
0
1


 . (14)
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Soluciones de la ecuación de Dirac
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Interpretación de las soluciones de E < 0

I Una interpretación de las soluciones de enerǵıa negativa usando la transformación
en la fase de la solución (para la solución en reposo):

−iEx0 −→ −iẼx̃0 = −i(−E)(−x0). (15)

Es una solución de enerǵıa positiva, pero se invierte la flecha temporal. Entonces:
una solución de E < 0 viaja hacia el pasado o una solución E > 0 viaja hacia el
futuro.

I Se cambia el sentido de p en las soluciones y se definen las soluciones v.

ψi = vi(p)eip·x. (16)

9 / 37



Interpretación de las soluciones de E < 0 (2)

I Las 4 soluciones v también tienen los dos signos de enerǵıa, pero podemos armar
una base completa con enerǵıa positiva escogiendo con astucia 2 soluciones u y 2
soluciones v:

v1(E,p)eip·x ≡ u4(−E,−p)e−i(−p)·x, (17)

v2(E,p)eip·x ≡ u3(−E,−p)e−i(−p)·x. (18)
I Las vi serán las soluciones de antipart́ıcula. Tienen E > 0, pero el valor de la parte

espacial del momentum tiene un cambio de signo respecto a las soluciones u.
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Base de soluciones normalizadas

u1,2(p) =


√
E +m


1
0
pz

E+m
px+ipy

E+m

 ;
√
E +m


0
1

px−ipy

E+m
−pz

E+m


 . (19)

v1,2(p) =


√
E +m


px−ipy

E+m
−pz

E+m
0
1

 ;
√
E +m


pz

E+m
px+ipy

E+m
1
0


 . (20)
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Observables sobre las antipart́ıculas
I Momento lineal

p̂µψ = vi(p)i∂µeip·x = −pµψ. (21)

El autovalor del operador momento lineal tiene el signo invertido.
I Se define el operador momento lineal sobre las antipart́ıculas

p̂(v)
µ = −p̂µ. (22)

I El momento angular orbital sufre el mismo śıntoma:

L̂(v) = x̂(v) × p̂(v) = −L̂. (23)

El esṕın debe redefinirse para garantizar que Ĵ(v) = L̂(v) + Ŝ(v) se conserve

Ŝ(v) = −Ŝ. (24)
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Esṕın de las soluciones

I Operador Ŝ

Ŝk = 1
2εkijS

ij = 1
2εkij

(
i

4
[
γi, γj

])
= 1

2

(
σk 0
0 σk

)
. (25)

I Las soluciones en reposo son autofunciones de S3

Ŝ3u( 1
2 ) = ±1

2u( 1
2 ), (26)

Ŝ
(v)
3 v( 1

2 ) = ±1
2v( 1

2 ). (27)
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Helicidad

I La helicidad ĥ = 1
|p| p̂ · Ŝ es una cantidad conservada.[

Ĥ,
1
|p| p̂ · Ŝ

]
= 0. (28)

I Buscamos los autoestados de ĥ. Se definen
I p = p(sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ).
I s = sin θ

2 , c = cos θ
2 .
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Autoestados de helicidad

u+,−(p) =


√
E +m


c

seiϕ
pc

E+m
pseiϕ

E+m

 ;
√
E +m


−s
ceiϕ
ps

E+m
− pceiϕ

E+m


 . (29)

v+,−(p) =


√
E +m


ps

E+m
− pceiϕ

E+m
−s
ceiϕ

 ;
√
E +m


pc

E+m
pseiϕ

E+m
c

seiϕ


 . (30)
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Ĺımite ultra relativista

En el ĺımite E +m −→ E

u+ ∼ v− ∼


c

seiϕ

c
seiϕ

 . (31)

u− ∼ v+ ∼


−s
ceiϕ

−s
ceiϕ

 . (32)
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Transformación de paridad

I Transformación
Px = x̃. (33)

(x̃0, x̃) = (x0,−x). (34)
I Paridad sobre las soluciones

ψ̃(x̃) = P̂ψ(Px̃). (35)

(P = P−1).
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Transformación de paridad sobre la ecuación de Dirac

I Ecuación transformada

iγ0∂̃0ψ̃(x̃)− i~γ · ~̃∇ψ̃(x̃)−mψ̃(x̃) = 0. (36)

iγ0∂̃0P̂ψ(Px̃)− i~γ · ~̃∇P̂ψ(Px̃)−mP̂ψ(Px̃) = 0. (37)

Calculando las derivadas

iγ0∂0P̂ψ(x) + i~γ · ~∇P̂ψ(x)−mP̂ψ(x) = 0. (38)

Se multiplica γ0 por el lado izquierdo y se conmuta con las matrices γ.

iγ0∂0(γ0P̂ )ψ(x)− i~γ · ~∇(γ0P̂ )ψ(x)−m(γ0P̂ )ψ(x) = 0. (39)

Se debe cumplir γ0P̂ = 1.
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Paridad intŕınseca

I Se define P̂ = γ0

I La paridad intŕınseca se define para las soluciones en reposo

P̂ ui(E, 0) = +ui(E, 0), (40)

P̂ vi(E, 0) = −vi(E, 0). (41)

La paridad cambia el sentido de la parte espacial de p, pero no cambia el esṕın

P̂ ui(E,p) = +ui(E,−p), (42)

P̂ vi(E,p) = −vi(E,−p). (43)
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Electrodinámica
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Ecuaciones de Maxwell dinámicas y conservación de la carga

I Ley de Gauss

~∇ ·E = ρ. (44)

I Ley de Ampere-Maxwell

~∇×B− Ė = j. (45)

I La derivada temporal de la Ley de Gauss

~∇ · Ė = ρ̇. (46)

I Se sustituye la derivada del campo eléctrico de
la corriente de desplazamiento:

~∇ · (~∇×B− j) = ρ̇. (47)

I Se obtiene
−~∇ · j = ρ̇, (48)

Jµ ≡ (ρ, ji), ⇒ ∂µJ
µ = 0. (49)
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Ecuaciones de Maxwell no-dinámicas y potencial vector

I Ley de Gauss magnética (¡No
al monopolo!)

~∇ ·B = 0. (50)

I Ley de Faraday

~∇×E + Ḃ = 0. (51)

I B es un rotor de otro campo

B = ~∇× a. (52)

I Se sustituye la derivada temporal del campo
magnético en la ley de Faraday:

~∇×E = −~∇× ȧ. (53)

I Se obtiene
E = −~∇φ− ȧ. (54)

Definimos Aµ = (A0, Ai)

(A0, Ai) ≡ (φ,−ai), (A0, Ai) ≡ (φ, ai). (55)
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Tensor de intensidad de campo

I Definición
Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. (56)

I Las componentes de Fµν

Fµν =


0 E1 E2 E3
−E1 0 −B3 B2
−E2 B3 0 −B1
−E3 −B2 B1 0

 . (57)

F0i = −Fi0 = Ei, Fij = −
3∑

k=1
εijkBk (58)
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Ecuaciones de movimiento covariantes
I Las ecuaciones de movimiento son

∂µF
µν = Jν . (59)

I En función del potencial A

�Aν − ∂ν∂µAµ = Jν . (60)

I Se derivan de la densidad lagrangiana,

L = −1
4F

µνFµν −AµJµ. (61)

I La corriente de carga conservada Jν no tiene dinámica, pero debe cumplir la ley
de conservación o las soluciones no serán consistentes (∂ν∂µFµν = 0 por
construcción).
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Invariancia de calibre
La transformación

Aµ −→ Ãµ = Aµ − ∂µχ. (62)

I No cambia el valor de F por la forma que está definido.
I Deja invariante la acción, gracias a la conservación de J .
I Si se escoge �χ = ∂µAµ para una solución A válida (calibre de Lorenz):

∂µÃµ = 0. (63)

I Si esta ecuación se resuelve simultáneamente con la ecuación de movimiento de Ã:

�Ãν = Jν , (64)

se obtiene una solución equivalente del mismo sistema.
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Solución en el vaćıo (calibre de Lorenz)
Las ecuaciones de movimiento en el vaćıo (calibre de Lorenz)

�Aν = 0, (65)

∂µAµ = 0. (66)

I Tienen soluciones en forma de ondas planas con polarización εµ(q):

Aµ = εµ(q)e−iq·x. (67)

I La condición �Aν = 0 implica que q es un vector tipo luz (q2 = 0).
I La condición de calibre impone otra restricción sobre las componentes de q:

∂µAµ = 0 =⇒ qµεµ(q) = 0. (68)
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Invariancia de calibre residual y el calibre de Coulomb

Aún es posible hacer transformaciones de calibre siempre que la función escalar cumpla

�χ = 0. (69)

I Se escoge:
χ = −iae−iq·x. (70)

Ãµ = Aµ − ∂µχ = (εµ(q) + aqµ)e−iq·x. (71)
I Se puede fijar la constante a de forma que ε0 = 0. Estamos en el calibre de

Coulomb:
~q · ~ε(q) = 0. (72)
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Base de polarizaciones
I Solo hay dos vectores de polarización independientes. En el calibre de Coulomb se

escoge ε0 = 0 y se seleccionan dos direcciones espaciales perpendiculares al
momentum q

I Si q = (ω, 0, 0, ω). La base de polarizaciones lineales:

ε(1)
µ = (0, 1, 0, 0), (73)

ε(2)
µ = (0, 0, 1, 0). (74)

I La base de polarización circular:

ε(1)
µ =

√
2

2 (0, 1,−i, 0), (75)

ε(2)
µ =

√
2

2 (0, 1, i, 0). (76)
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Acoplamiento minimal y conjugación de carga
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Acoplamiento minimal

I ¿Cómo incluir dinámica para la corriente conservada Jµ de la acción de Maxwell?:

S = −
∫
d4x

(1
4F

µνFµν +AµJ
µ
)
. (77)

I Idea: usar la corriente conservada ψ̄γµψ que encontramos en la ecuación de Dirac.
I Los campos Aµ y ψ se obtienen de un nuevo conjunto de ecuaciones de

movimiento.
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Acoplamiento minimal

I Problema: El término nuevo de acoplamiento Aµψ̄γµψ podŕıa poner en peligro la
simetŕıa de calibre.

I ∂µ(ψ̄γµψ) = 0 se cumple sobre las soluciones de la ecuación de Dirac libre.
I La invariancia de calibre es off shell. No deben imponerse las ecuaciones de

movimiento.

Ãµ(ψ̄γµψ) = (Aµ − ∂µχ)(ψ̄γµψ) = Aµ(ψ̄γµψ) + χ∂µ(ψ̄γµψ)− ∂µ(χ(ψ̄γµψ)).
(78)
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Calibrar la invariancia de fase
I Se define la derivada covariante (q es la carga eléctrica fundamental):

∂µ −→ Dµ = ∂µ + iqAµ (79)

I La nueva densidad lagrangiana

S = −
∫
d4x

(1
4F

µνFµν − ψ̄(γµDµ −m)ψ
)
. (80)

I La invariancia de cambios de fase global se mantiene. La carga de Noether se
sigue conservando.

I Se introduce un nuevo tipo de transformación de calibre (la invariancia es exacta).

Ãµ = Aµ − ∂µχ. (81)

ψ̃ = eiqχψ. (82)
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Ecuación de Dirac y acoplamiento con A

I Podemos desarrollar la ecuación de Dirac con el acoplamiento al campo Aµ

(iγµ∂µ − qγµAµ −m)ψ = 0. (83)

I Multiplicamos por γ0 para recuperar el Hamiltoniano

i∂0ψ = (~α · ~p+ qγ0γµAµ + βm)ψ (84)

I HI = qγ0γµAµ mide la interacción del campo electromagnético con el campo de
Dirac.

I Notar que uno de los términos en HI es qA0 = qφ
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Ecuación de Dirac y conjugación de carga

I Tomemos la conjugada compleja de la Ecuación de Dirac

(−i(γµ)∗∂µ − q(γµ)∗Aµ −m)ψ∗ = 0. (85)

I Multiplicamos por iγ2

(−i(iγ2)(γµ)∗∂µ − q(iγ2)(γµ)∗Aµ −m(iγ2))ψ∗ = 0. (86)

(−i(i)((γ2)∗γµ)∗∂µ − q(i)((γ2)∗γµ)∗Aµ −m(iγ2))ψ∗ = 0. (87)

(iγµ∂µ + qγµAµ −m)(iγ2)ψ∗ = 0. (88)
I La función (iγ2)ψ∗ cumple la ecuación con q −→ −q.
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Conjugación de carga

I Se define la matriz de conjugación de carga.

Ĉ ≡ iγ2. (89)

I La transformación es
ψ′ = Ĉψ∗. (90)

I Se cumple
ψ = Ĉ(Ĉψ∗)∗. (91)

ψi = uie
−ipx Ĉ−→ ψ′i = vie

ipx. (92)
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