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Métodos de Monte Carlo
1. Simulaciones Numeéricas

Simulaciones Numéricas

The Theory of Critical Phenomena J.J. BINNEY

Simulaciones en el computador — Experimentos numéricos.

Distintas aproximaciones para calcular valores numéricos de operadores

<®=/WWMHﬂ (1)

Doénde [¢] son las distintas configuraciones, y P|yp| es la probabilidad de que el
conjunto esté en una configuracion ¢. Por ejemplo en el ensemble candnico, Ply] la
probabilidad de tener una configuracion determinada por el conjunto de parametros
[¢] con energia F(y) es dada por el factor de Boltzmann

e~ BE(®)

Ply] = W Sist en equilibrio térmico

Distintas formas de calcular los promedios en (1)

= Calculo directo
= Muestreo de importancia

= Dinamica Molecular
Calculo Directo: Podemos calcular numéricamente la funcion de particiéon

Z = E e Pk (Suma sobre las configuraciones ¢ no sobre energias)
Cc

derivando esta cantidad podemos obtener las cantidades fisicas. Pero la diferen-
ciacion numeérica es bastante poco exacta, es preferible calcular directamente los
promedios . Pero para obtener resultados numeéricos con significado fisico tene-
mos que simular sistemas muy grandes. Pero el numero de configuraciones en
general crece exponencialmente con el tamano. Por ejm en el modelo de Ising en
2d en una red cuadrada de tamano L x L, el numero de configuraciones es 2%
(cada uno de los L x L espines puede tomar independientemente 2 valores +1),
para una red de L = 100, el numero de configuraciones es de 2'°%, bastante gran-
de para un computador estandar, pero relativamente pequeno para reproducir el
comportamiento fisico.
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Métodos de Monte Carlo Simulaciones Numéricas

Técnicas de dinamica molecular: Método alternativo para calcular los promedios,
involucra la integracion de las ecuaciones de movimiento.

Como se aplican estas técnicas para calcular promedios térmicos? Estos siste-
mas estan en equilibrio, no hay dependencia temporal. Qué hacemos? Creamos
una dinamica artificial

Primero los casos evidentes

a) Sistemas dependientes del tiempo

En este caso las técnicas de dinamica molecular son inmediatas.

Ejemplo: Sistema de particulas clasicas interactuantes a través de fuerzas cen-
trales

fi;(|Fs — 75]) = fij(ri;) — fuerza entre las particulas i y j
fii = VU(riy) = =V,U(rij) = — fu (Accion y reaccion)

El mayor tiempo de computacion se utiliza en calcular las fuerzas, no en resolver
la ecuacion. Por ejemplo U(r) podria ser el potencial de Lennard-Jones

Ecuaciones de movimiento m#; = > y ﬁ-j

En 1-d, un algoritmo simple para resolver una ecuacion diferencial de ese tipo, es
decir obtener los X;(t + A) conociendo la derivada segunda y condiciones a un tiempo
previo ¢.

. A2 A3
) A2 A3

Sumando las dos ecuaciones
Xi(t+A) = 2X;(t) — X;(t — A) + A2X,(t) + O(AY)

Restando

Xi(t+A) = Xi(t+A)2—AXi(t—A) L0 (AK)
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Métodos de Monte Carlo K@\ Simulaciones Numéricas

Donde A es el intervalo de tiempo (parmetro de discretizacion) debe ser lo mas
“pequeno” posible.

Este algoritmo tan simple permite, conociendo las fuerzas, calcular velocidades con
un error del orden A? y posiciones con un error de A*
Compare este método con el método mas obvio

Xﬁ+A%;ﬂ®+XUA+XU
X@—XU—A) O
- A tA )

A debe ser suficientemente pequeno para que los errores no sean tan grandes, pero
no tan pequeno que la evolucion del sistema sea lentisima.

5 O(A?) El error es mucho mas grande
(A

Este método se complica si la energia total del sistema permanece constante. Como
en cada paso se cometen errores relacionados con A, el error en la energia se propaga
muy rapido, y la energia cambia, hay que ir corrigiendo". Hay muchas formas de hacer
esto por ejemplo, — técnicas de predictor-corrector.

Técnicas de dinamica molecular, sistemas que no dependen del tiempo.

Por ejemplo, tenemos #{y}, Hamiltoniano que depende de las variables ¢, conti-
nuas e indepedientes del tiempo.

Receta: Tome H como una energia potencial y defina una energia cinética de la forma
1
K=Y -¢! = E=H+K
iQ% +

Ahora a la variable ¢ le damos una evolucion “temporal” artificial de la forma

. OH
Yi = £

(Equivalentemente a que X = _g_X]

Dado un valor inicial de cada variable ¢;, y de su velocidad ¢;, podemos calcular la
evolucion temporal del sistema en funcion del “tiempo”Ver detalle mas adelante.

Si logramos probar que los promedios térmicos calculados en el ensemble canonico

(p) son iguales a los promedios temporales calculados por la evolucion dada por la
dinamica molecular, p hemos resuelto nuestro problema.

T
(o) =p = limTﬁoo% / O(t)dt — Si se cumple ergodicidad
0
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Métodos de Monte Carlo K@\ Simulaciones Numéricas

Ergodicidad: la dinamica del sistema es tal que todos los estados accesibles son ge-
nerados a partir de las condiciones iniciales. En otras palabras un punto de un
sistema en movimiento eventualmente pasara por todas las partes del espacio en
que se mueve el sistema. No hay regiones no visitadas por la particula. Todos
los microestados del sistema son igualmente accesibles. El teorema de Birkhott
dice que si el sistema es ergodico el promedio en el tiempo y el promedio sobre el
espacio de configuraciones es el mismo.

La evolucion temporal, luego de un tiempo suficientemente largo nos lleva con
igual probabilidad sobre todos los estados con una energia dada (accesibles des-
de una configuracion inicial). Esto sélo es cierto para sistemas ergodicos.

Ejemplo de sistema no ergédico: Dos osciladores armoénicos idénticos acoplados

Sl + w%Sl = —K(Sl — SQ)
52 + WSSQ = —K(SQ — Sl)

Dos modos normales de vibracion S; y S; oscilando en fase. Este sistema no es
ergodico, si comienza en uno de los modos normales de vibracion, su energia nunca
se transfiere al otro modo. No hay posibilidad que el sistema explore el rango completo
de estado disponibles para una cierta energia.

En este caso la hipotesis de ergodicidad falla, porque el sistema es integrable. Hay
otras cantidades conservadas durante el movimiento, leyes de conservacion impiden
que el sistema explore todos los estados con una energia dada. Sistemas integrales,
numero de constantes de movimiento es igual al numero de coordenadas indepen-
dientes.

La dinamica molecular no tiene sentido para ecuaciones de movimiento que pue-
den resolverse de forma exacta. Las ecuaciones que se pueden resolver exactamente
siempre tienen constantes asociadas a ellas. ergodicidad requiere que no haya cons-
tantes de movimiento ademas de la energia total.

Si el sistema es integrable no es ergodico, existen otras ligaduras que previenen
que pase por todos los estados disponibles para una energia dada.
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Métodos de Monte Carlo K@\ Simulaciones Numéricas

1.1. Promedios en ensemble candnico calculados por medio de di-
namica molecular

Asuma que el sistema dinamico es ergodico. Hacer promedios temporales sobre su
evolucion es equivalente a promediar sobre energia dada.

(X) — X Promedios calculados en el ensemble canonico son equivalentes a promedios
en el ensemble microcanonico.

Para crear una dependencia .2rtificial.*” el tiempo, incluimos un término de ener-
giaa cinética,K, y tomamos H como la energia potencial

1 2
E=K+H K:§Zpi

OE 0K
doénde p; = % = , (A no depende de p;)
1 f dQZ'pi%ffﬂE
K)= = E pi) = L b 2
dp;dr;
dQ) = % Elemento de volumen en el espacio de fase

Pero £ = K + H, H no depende de p. Haciendo las integrales en 7;

J I dpi Zj bj %6_53

— (K) =

f Hdpz@_ﬁK
0K 3
Como 8_pj =Dy = §NkBT

Por el teorema de equiparticion de la energia. La condicion que debemos imponer
para tratar un sistema en equilibrio a 7', como un sistema dinamico es

(K = gNkBT

Como la dinamica es artificial el término cinético no afecta los promedios sobre las
cantidades fisicas
[ TldpidX,e 535 [T]dXe~#H
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Métodos de Monte Carlo Simulaciones Numéricas

Receta: dinamica molecular

_67-[,
8%’
calcule ¢;(t + A) = ¢;(t) + Ap;(t) +A_2 l(Z -2> _ §Nk: T
Pi = @ Pi 9 Pi 5 w;) = 5 B

donde ¢;(t) = #(t) = sz(t — A), reemplace o;(t) por ¢;(t + A)

Para cada variable continua ;. Calcule las fuerzas ¢; =

y continue. Los promedios se calculan como promedios temporales. La dinamica es
artificial, el promedio no tiene dependencia temporal. La dinamica se introduce como
un “truco” para calcular promedios térmicos.

Esta tcnica puede ser util en muchos casos, por ejemplo en sistemas con Ha-
miltonianos altamente no locales, pero presentan una enorme desventaja que es la
introduccion de errores sistemticos debido a la resolucion numeérica de las ecuaciones
diferenciales. Alternativa METODOS DE MONTE CARLO.
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