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1. Introduccion

En esta practica analizaremos uno de los ejemplos canénicos de un sistema cadtico: el péndulo doble.
Estudiaremos sus modos de vibracion, distintos regimenes dindmicos, y cuantificaremos sus propiedades
cadticas en funcién de los pardmetros del sistema. Exploraremos nociones fundamentales como la
trayectorias en el espacio de fase, el exponente de Lyapunov como medida del caos, y la de emergencia
de fenémenos colectivos (sincronizacién). Para ello usaremos herramientas de adquisicién de datos
basadas en el seguimiento de puntos fijos en el péndulo por medio de cdmaras.

1.1. Objetivos

= Caracterizar y cuantificar los distintos regimenes (periédico, no periédico) y modos de vibracién
de un péndulo doble.

= Analizar los efectos de variacion de las longitudes y las masas de los brazos.

= Explorar el fenémeno colectivo de sincronizacién entre dos péndulos dobles (comportamiento
emergente).

= Familiarizarse con herramientas de Cédigo Abierto que permiten la adquisicién de datos y el
analisis de la dindmica de un sistema a partir de videos.

2. Actividades preliminares

Para un mejor entendimiento de los pasos involucrados en la practica y de sus posibles generalizaciones,
se recomienda Chaos from simplicity [Che08] como lectura de acompanamiento

2.1. Exploracion de simulaciones

Los sistemas cadticos se caracterizan por tener ecuaciones de movimiento no lineales, la mayoria de las
cuales no pueden ser tratadas analiticamente y requieren la aplicaciéon de métodos numéricos aproxi-
mativos. En el sitio web myPhysicsLab (creado y mantenido por Eric Neumann) pueden encontrarse
diversas simulaciones que utilizan, entre otros, los métodos de Euler y de Runge-Kutta para obtener
la evolucién temporal de varios sistemas que exhiben regimenes caéticos. Explora estas simulacio-
nes para identificar las variables relevantes en los cambios del comportamiento dinamico,
particularmente las citadas a continuacion:

= Péndulo doble: Esta es una simulacién de un péndulo doble. Cuando los dangulos son pequenos,
el sistema se comporta como un resorte doble lineal. En la pestana ”Graph”puede observarse
el comportamiento en el tiempo. Obsérvese en particular que se generan curvas de Lissajous en
estas condiciones (el movimiento estd determinado por funciones trigonométricas elementales).
Para movimientos mas pronunciados, es un sistema cadtico. Pueden cambiarse pardmetros en la
simulacién, como la masa, la gravedad y la longitud de las varillas. El péndulo puede arrastrarse
para cambiar la posicién inicial.


https://ir.canterbury.ac.nz/bitstream/handle/10092/12659/chen_2008_report.pdf?sequence=1&isAllowed=y
https://www.myphysicslab.com/
https://www.myphysicslab.com/pendulum/double-pendulum-en.html
https://www.myphysicslab.com/springs/double-spring-en.html

2.2 Ecuaciones de movimiento y modos de vibracién
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Figura 1: Péndulo doble

= Péndulo forzado amortiguado: Un péndulo forzado amortiguado es un sistema cadtico (el com-
portamiento futuro depende en gran medida del valor exacto de las condiciones iniciales). Haga
clic en la pestana ”Sim”para acceder a parametros como amplitud, frecuencia, masa, gravedad
y amortiguamiento. Puede arrastrarse el péndulo para cambiar la posicién inicial.

= Péndulo fisico: Se pueden modificar los dngulos de inicio y la gravedad. El péndulo derecho se
puede arrastrar con la fuerza de un resorte haciendo clic con el mouse cerca de él. La separacion
entre los péndulos puede variarse para compararlos mas facilmente. En la pestana ” Multigraph” se
pueden visualizar los datos.

2.2. Ecuaciones de movimiento y modos de vibracion

Considera el péndulo doble de la Figura 1. Las posiciones de las masas pueden describirse de la siguiente
manera

(z,y)1 = (£1sin(01), —¢1 cos(61))

(2, 9)2 = (€4 5in(8)) + £ sin(6), —1 cos(8r) — £ cos(61) o

Usando las ecuaciones de Euler-Lagrange, demuestra que las ecuaciones de movimiento de este sistema
estan dadas por

0= (ml + m2)€%91 + m2£1€29"2 cos (91 - 92) + m2€1£2922 sin (91 — 92) + (m1 + m2>g€1 sin 01 (2)
0= m21€§02 + m2€1€20"1 COS (91 - 92) - m2€1£29.% sin (91 — 92) + nggg sin 92

Utiliza la aproximacién de pequenas oscilaciones a primer orden para simplificar estas expresiones y
llegar a

0= (m1 + m2)€191 + m2€2é2 + (m1 + m2)991 (3)
0 = U6 + 0101 + g6,

Consideremos ahora el caso ¢; = ¢, = £. Usando el método del determinante (véase [Mor08], por
ejemplo), puede demostrarse que las frecuencias de los modos normales de vibracién vienen dadas por

. — my 4+ my £ \/mimg +m3 g
+ = mq é

(4)

La expresién de los modos normales para este caso puede escribirse de la siguiente manera


https://www.myphysicslab.com/pendulum/chaotic-pendulum-en.html
https://www.myphysicslab.com/pendulum/compare-double-pendulum-en.html

2.3 Exponente de Lyapunov
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Analiza estas expresiones y describe lo que ocurre en los siguientes casos especiales:
u ml = m2

= m; > ma: en ambos modos, el brazo superior (mas pesado) se queda esencialmente inmdévil y el
péndulo inferior (ligero) oscila como un péndulo de longitud ¢

= m; < ma: en uno de los modos, la masa inferior (pesada) se queda esencialmente inmévil y la
masa superior (ligera) oscila a una alta frecuencia (la tensién es elevada). En el otro modo, los
brazos forman una linea recta, y el sistema se comporta como un péndulo de longitud 2/

Consideremos ahora el caso m; = ms = m. Los modos normales son

(550, (1t 7 ) otost - g

con
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Analiza estas expresiones y comenta el comportamiento esperado para los casos especiales:

= /1 > {5: en el primer modo, las masas se mueven distancias iguales en direcciones opuestas a
frecuencias altas (suponiendo que {5 es pequenio). En el segundo modo, los brazos forman una
linea recta, y el sistema se mueven como si se tratara de un péndulo simple de masa 2m y longitud
b

m (1 < {3 en el primer modo, la masa de abajo se queda estatica, y la de arriba oscila a una
frecuencia alta. En el segundo modo, el sistema actia como un péndulo de longitud ¢o

2.3. Exponente de Lyapunov

Los casos arriba mencionados ilustran situaciones en las que las ecuaciones de movimiento (y sus
soluciones) son manejables y de ficil interpretacién. Sin embargo, el verdadero reto reside en la des-
cripcién cuantitativa de este sistema cuando no es vélido usar la aproximacién de pequenos angulos;
es decir, cuando es cadtico. Los sistemas cadticos se caracterizan por la separacién divergente de tra-
yectorias inicialmente muy cercanas en el espacio de fases (ver figura Figura 2). Tal divergencia puede
caracterizarse por medio del exponente de Lyapunov, Ar, que cuantifica esa separacién:

16| = e*=*[|3(0)| (8)

El méximo valor posible de Ay, determina la nocién de predecibilidad de un sistema dindmica. Valores
positivos de esta cantidad suelen tomarse como un indicador de que el sistema es cadtico, mientras que
valores negativos implican estabilidad local de las trayectorias.

Un valor promedio del exponente de Lyapunov puede obtenerse calculando su valor para intervalos
de tiempo sucesivos

A= L —1@'71 o <§((Z>))> ®)

A= % (Altln (5%)) + iln (5%2)) +o éln (5%?))) (10)

Para el caso del péndulo doble, el estado del sistema puede definirse dando los valores de los angulos
01, 02 (ver Figura 1) y las correspondientes velocidades angulares w1, we. La distancia entre dos puntos
en el diagrama de fases (esto es, en el grafico w vs. #) viene dada por




2.4 Tracker: Video analysis and modeling tool
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Figura 2: Desviacion divergente de trayectorias en el espacio de fase

5:(t) = /(0 = 09) + (At(w; — w))? (11)

donde las variables primadas (') se refieren a un segundo lanzamiento con condiciones iniciales muy
préximas a las correspondientes a las variables sin primar. El factor At = t; — t;_1 se emplea para
regularizar las unidades de ambos términos en la raiz cuadrada.

Sea 7 = nAt el tiempo total transcurrido, el exponente de Lyapunov promedio puede entonces

escribirse como
1< 5(t:)
A== 1 12
ey =

El valor de A permite hacer una descripcion cuantitativa de las fases y comportamientos del sistema:

= Si A\ < 0 las trayectorias en el espacio de fases convergen, lo que indica que el sistema disipa
energia.

= Si A\p = 0, la distancia entre las trayectorias no cambia. Un ejemplo de esto es un resorte ideal
(movimiento arménico simple), cuyas trayectorias son drbitas circulares cerradas que mantienen
una separacién constante.

= Si A\p > 0, las trayectorias en el espacio de fases divergen exponencialmente, un indicador im-
portante de caos.

2.4. Tracker: Video analysis and modeling tool

El Tracker es una herramienta que permite adquirir datos haciendo seguimiento temporal de marca-
dores en un sistema. La Figura 3 muestra una instancia del mismo similar al andlisis que haremos en
esta practica. Puede ser descargado en la web https://physlets.org/tracker/.

3. Arreglo experimental: Materiales y equipos

El disenio del péndulo a emplear se basa en el presentado en [MTPK20], con cambios que permiten
mayor modularidad. El cuerpo del soporte se ha construido usando una impresora 3D Prusa Mini
empleando filamento de PLA (4cido polildctico). Los brazos fueron cortados con una cortadora ldser
a partir de ldminas de MDF.

El rapido movimiento de los brazos hace necesario grabar a una tasa de cuadros por segundo
relativamente elevada. Para lograr esto emplearemos una cdmara Allied Vision Alvium 1800, controlada
por medio del software Vimba Viewer y un script de Python utilizando la libreria OpenCV. La regién


https://physlets.org/tracker/
https://www.alliedvision.com/en/products/alvium-configurator/alvium-1800-u/158/
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Figura 3: Detalle de la adquisicién de datos usando el Tracker

de interés y resolucion son calibradas hasta obtener una tasa de alrededor de 250 cuadros por segundo
con suficiente nitidez.
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Figura 4: Modelo 3D del péndulo doble



Brazo | Masa (g) | Longitud (cm)

A 30 20
B 13 17.5
C 45 30
D 20 8

Cuadro 1: Masas y longitudes de los brazos usados durante la préctica.

4. Actividades

Para las actividades propuestas a continuacién los videos resumidos en la Tabla 2 han de ser usados

Modo | Descripcién
1 (pequenos dngulos) ambos brazos se mueven al unfsono y se comportan como
un péndulo simple de longitud ¢; + £
(pequenos dngulos) los brazos se mueven en direcciones opuestas a la misma frecuencia
(grandes angulos) caos
sincronizacion: dos péndulos conectados por medio de un resorte
brazo superior mas largo que el inferior
brazo superior mucho mas masivo que el inferior

O ! w

Cuadro 2: Resumen de los modos estudiados en los videos catalogados de manera correspondiente.

4.1. Modos de vibracién para pequenos angulos

Utiliza el Tracker para analizar el movimiento de los brazos del péndulo para pequenos angulos.
Toma datos y genera los grificos siguientes (jreconoces algin modo de vibracién en particular?)

w01 vs. t

m Oy vs. t

® Wy vs. 01

® Wy VvS. O

= La distancia en el espacio de fases en funcién del tiempo

= El exponente de Lyapunov A(t) usando la ecuacién Ecuacién 9. Determina su valor promedio

4.2. Diagramas de fase y exponente de Lyapunov en el régimen cadtico

Repite los pasos del apartado anterior para un caso en el que el dngulo de partida 6; sea mayor y
dé lugar a comportamiento cadtico.

SN0
o wvsf

e Lyapunov

= grandes angulos: my; = meg, {1,y variables; {1 = {5, my, mo variables. Reconocer modos de
vibracion



4.3 Sincronizacioén

4.3. Sincronizacion

Conectando los brazos superiores de dos péndulos dobles por medio de un resorte, puede analizarse
el efecto que tiene uno sobre el otro y bajo qué condiciones es posible sincronizar el movimiento de
los brazos superiores. Analiza el video correspondiente y describe lo sucedido. Para explorar
mas puede consultarse [BKOT02] (disponible en https://piccardi.faculty.polimi.it/VarieCsr/
Papers/Boccaletti2002.pdf), una fuente muy completa e interesante sobre el tema de sincronizacién
de sistemas cadticos.
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