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Recuento




@ De la clase anterior ...

» Recodemos:
(17" —m)Y =0 (1)

» La base de matrices v que estamos usando:

T (EE T "

» La accidén asociada a la ecuacién de Dirac
5= [ dwitir o, - m. (3)

donde:
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@ Cantidades conservadas

» La invariancia bajo cambios de fase global 1) — e~%4):

J = Gy, (5)
do (1) = —0; (97'%) - (6)
» La invariancia de traslaciones define el 4-momento lineal
Sexh = e §ap = b4p = 0. (7)
IO =T =p, =@ p+m.p)Y. (8)
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e + cantidades conservadas

» Invariancia de rotaciones en un eje 6§ = 60:

= At Y~ ot — i (Ly)H oY = 2t + Szt (9)
(&) = Aytp(z) ~ o — i0pSpap = ¥ + 650, (10)

donde ] 1
(L), = Serig (M) Sic = SenigS. (11)

P> La carga conservada
gr =¥ (& X D)k + S (12)
» Aparecen las dos partes del momento angular espacial:
> Orbital: L =x x p.
» Espin: S.

Solo se conserva lasuma J =L + S.

6/37



e Soluciones

» Hay 4 soluciones v; = u;(p)e~"P"* independientes con valores E > 0 (2
soluciones) y £ < 0 (2 soluciones).

1 0
0 1
u172(p) = Ep+z 5 px_ipy . (13)
E+m E+m
Epz Px—1py
pz‘i’{gy *pT
uza(p) = Eim ; Eam : (14)

0 1
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Soluciones de la ecuacién de Dirac




@ Interpretacién de las soluciones de £ < 0

» Una interpretacién de las soluciones de energia negativa usando la transformacién
en la fase de la solucién (para la solucién en reposo):

—iB2® — —iFEi% = —i(—E)(—2"). (15)

Es una solucién de energia positiva, pero se invierte la flecha temporal. Entonces:
una solucién de E' < 0 viaja hacia el pasado o una solucién E > 0 viaja hacia el
futuro.

» Se cambia el sentido de p en las soluciones y se definen las soluciones v.

i = vi(p)e” . (16)
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@ Interpretacion de las soluciones de £ < 0 (2)

P> Las 4 soluciones v también tienen los dos signos de energia, pero podemos armar

una base completa con energia positiva escogiendo con astucia 2 soluciones u y 2
soluciones v:

U1 (Ev p)eip-x = ’U,4(—E, _p)e—i(—p)ﬂ:’ (17)
vy(E, p)e?® = ug(—E, —p)e (P2, (18)

» Las v; serdn las soluciones de antiparticula. Tienen E > 0, pero el valor de la parte
espacial del momentum tiene un cambio de signo respecto a las soluciones wu.
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@ Base de soluciones normalizadas

u12(p) =

v12(p) =

E+m

VE+m

E+m

Paz—tpy
E+m
—D=z
E+m

Pz
E+m
Pz +1py

: VE+m

E+m

(20)
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e Observables sobre las antiparticulas

» Momento lineal
Py = Ui(p)iauemx = —pui. (21)
El autovalor del operador momento lineal tiene el signo invertido.

» Se define el operador momento lineal sobre las antiparticulas
B = by (22)
» El momento angular orbital sufre el mismo sintoma:
LM =z x p = _1. (23)

A

El espin debe redefinirse para garantizar que J(*) = L® 4+ S®) se conserve

S = _8§. (24)
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e Espin de las soluciones

> Operador S

Sk—iekijs —2€kij<4 [7,7} “2\l 0 o ) (25)

» Las soluciones en reposo son autofunciones de S3

Sy = 30 (20)
5§00 = 500 @7
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e Helicidad

> La helicidad h = ﬁf) .S es una cantidad conservada.
[Er if) s} =0 (28)
" Ipl '

» Buscamos los autoestados de h. Se definen
> p = p(sinf cos ¢, sin O sin p, cos §).

» s—gsin? ¢c= 9
s =sing, c=cos 3.
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@ Autoestados de helicidad

c -5
se® ce'?
uy —(p) = E+m pe i VE+m ps . (29)
E+m E+m
pse’? _ pce'®
E+m E+m
ps pc
E+m E+m
_ pce'?¥ pse'¥
v (p) = AVE+m | "B | VE+m| B |1 (30)
—S C
ce'? se'¥
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e Limite ultra relativista

En el limite E+m — F
ip
Ugp ~ V-~ 5¢ . (31)

se'?

U ~ Uy~ . (32)
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e Transformacién de paridad

» Transformacién

Pz =z. (33)
(‘%O)i) = (:1;07 —X). (34)

» Paridad sobre las soluciones
(&) = Py(Pz). (35)

(P =P,
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e Transformacién de paridad sobre la ecuacion de Dirac

» Ecuaciéon transformada

080 Py (PT) — i7 - VPY(PE) — mPy(PE) = 0.
Calculando las derivadas

0Py () 4 i7 - VPip(z) — mPy(z) = 0.

Se multiplica 7" por el lado izquierdo y se conmuta con las matrices .

A A

7’00 (1" P)yp(z) — 7 - V(1 P)y(x) — m(y"P)y(z) = 0.

Se debe cumplir 0P = 1.

(36)

(37)

(38)

(39)
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e Paridad intrinseca

> Se define P =~°

» La paridad intrinseca se define para las soluciones en reposo
Pu;i(E,0) = 4u,(E,0), (40)

Pui(E,0) = —uv;(E,0). (41)

La paridad cambia el sentido de la parte espacial de p, pero no cambia el espin

Pvi(Evp) = _'Ui(Ev _p)’ (43)
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Electrodinamica




e Ecuaciones de Maxwell dindmicas y conservacion de la carga

» La derivada temporal de la Ley de Gauss

V-E=). (46)
» Ley de Gauss
. » Se sustituye la derivada del campo eléctrico de
V-E=p. (44) la corriente de desplazamiento:

» Ley de Ampere-Maxwell V- (ﬁ x B —j)=p. (47)

VxB-E=j. (45) » Se obtiene
JH = (p7 j2)7 = aﬂju = 0. (49)
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e Ecuaciones de Maxwell no-dinamicas y potencial vector

» B es un rotor de otro campo

B=Vxa. (52)
» Ley de Gauss magnética (jNo

| » Se sustituye la derivada temporal del campo
al monopolo!)

magnético en la ley de Faraday:

vV -B = 0. - -
v 0 (50) VxE=-Vxa. (53)

4
Ley de Faraday > Se obtiene

S BB 0. (51) E=-V¢—a. (54)
Definimos A,, = (Ao, A;)

(AOaAi) = (¢7 _ai)v (A07Ai) = ((bv ai)' (55)
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e Tensor de intensidad de campo

» Definicidon
Fu =0,A, — 0,A,. (56)

» Las componentes de [},

0 B Ey, E;
~FEy 0 —Bs B
~Ey By 0 -B
“FE3 —-By B 0

Fup = (57)

3
Foi = —Fyp=FE;, Fjj=-— Z €ijk B (58)
k=1
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e Ecuaciones de movimiento covariantes

> Las ecuaciones de movimiento son
o = Jv. (59)
» En funciéon del potencial A
0A, — 0,0,A" = J,. (60)

> Se derivan de la densidad lagrangiana,

1
L= F"Ey — A" (61)

» La corriente de carga conservada J” no tiene dindmica, pero debe cumplir la ley
de conservacién o las soluciones no serdn consistentes (8V8“F’“’ =0 por

construccién).
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@ Invariancia de calibre

La transformacién )
Ay — Ay =A, — 0ux. (62)

» No cambia el valor de F' por la forma que esta definido.
» Deja invariante la accién, gracias a la conservacion de J.

» Si se escoge [y = 0" A,, para una solucién A valida (calibre de Lorenz):
0'A, =0. (63)
» Si esta ecuacién se resuelve simultdneamente con la ecuacién de movimiento de A:

0A4, = .J,, (64)

se obtiene una solucién equivalente del mismo sistema.
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e Solucién en el vacio (calibre de Lorenz)

Las ecuaciones de movimiento en el vacio (calibre de Lorenz)

oA, = 0. (66)

» Tienen soluciones en forma de ondas planas con polarizacién €,(q):
A= culg)e". (67)

» La condicién (JA, = 0 implica que g es un vector tipo luz (¢ = 0).

P La condicién de calibre impone otra restriccién sobre las componentes de g:

OMA, =0 = q"€,(q) =0. (68)

26 /37



e Invariancia de calibre residual y el calibre de Coulomb

Aln es posible hacer transformaciones de calibre siempre que la funcién escalar cumpla

Ox =0. (69)
> Se escoge: '
X = —iae I, (70)
AM = A, — Oux = (eulq) + aqu)e_iq’x. (71)
» Se puede fijar la constante a de forma que ¢y = 0. Estamos en el calibre de
Coulomb:
q-€(q) = 0. (72)
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e Base de polarizaciones

» Solo hay dos vectores de polarizacién independientes. En el calibre de Coulomb se
escoge €y = 0 y se seleccionan dos direcciones espaciales perpendiculares al
momentum ¢

» Sig¢=(w,0,0,w). La base de polarizaciones lineales:

) =(0,1,0,0), (73)
e?) =(0,0,1,0). (74)
» La base de polarizacién circular:
V2 .
6;(1) - 7( ) 7_270)7 (75)
2
P = f(o, 1,1,0). (76)
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Acoplamiento minimal y conjugacién de carga




@ Acoplamiento minimal

» ;Cémo incluir dindmica para la corriente conservada J* de la acciéon de Maxwell?:
S = d* 1F‘“’F A, JH 7

=- T\ p T Ap . (77)

> Idea: usar la corriente conservada ¥y*1) que encontramos en la ecuacién de Dirac.

» Los campos A, y 1) se obtienen de un nuevo conjunto de ecuaciones de
movimiento.
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@ Acoplamiento minimal

» Problema: El término nuevo de acoplamiento Auvfwuw podria poner en peligro la
simetria de calibre.

> J,(¢y*1h) = 0 se cumple sobre las soluciones de la ecuacién de Dirac libre.

» La invariancia de calibre es off shell. No deben imponerse las ecuaciones de
movimiento.

A (pytap) = (Ay = 8ux) (W 0) = Ap(¥y*h) + x0u (™) — 5u(x(¢7"“1/1())- |
78
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@ Calibrar la invariancia de fase

» Se define la derivada covariante (g es la carga eléctrica fundamental):
Oy — Dy = 0, +iqA, (79)

» La nueva densidad lagrangiana
1 -
S =— / d*z <4F” EFu — ("D, — m)¢> . (80)

» La invariancia de cambios de fase global se mantiene. La carga de Noether se
sigue conservando.

» Se introduce un nuevo tipo de transformacién de calibre (la invariancia es exacta).

A= Ay = ux. (81)
b = iy, (82)
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e Ecuaciéon de Dirac y acoplamiento con A

» Podemos desarrollar la ecuacién de Dirac con el acoplamiento al campo A,
(tv" 0y — gy" Ay — m)p = 0. (83)
» Multiplicamos por 4° para recuperar el Hamiltoniano
ot = (@ - P+ gy "y Ay + Bm)y (84)

> H; = q’yo'y“AM mide la interaccién del campo electromagnético con el campo de
Dirac.

» Notar que uno de los términos en H; es g4y = qp ©
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e Ecuacion de Dirac y conjugacion de carga

» Tomemos la conjugada compleja de la Ecuacién de Dirac

(=i(v") O — a(v")* Ay — m)y™ = 0. (85)
» Multiplicamos por iy?
(=i(iv*) (") 0 — a(iv*) (V") " A = m(in®) )9 = 0. (86)
(=i (7)) 0 — a(@)((V2)* )" Ay — m(in®))p* = 0. (87)
("0 + ay" Ay — m)(in*)" = 0. (88)

» La funcién (iy2)y* cumple la ecuacién con ¢ — —q.
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@ Conjugacion de carga

» Se define la matriz de conjugacién de carga.

C =iy’ (89)
» La transformacion es
Y = Cyr. (90)
> Se cumple
b = GGy, (1)
Vi = uze " < Y = v;e”, (92)
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