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. Estadistica II

Ising en 2-d-Aproximacion de Bethe

1. Ising en 2-d-Aproximacion de Bethe

Idea: en lugar de considerar el campo efectivo sobre un espin, calcular el campo efectivo sobre un
conjunto de espines.

(Gould-Tobochnilk-Libro)

Ejemplo: Para una red cuadrada, d = 2,z = 4, considere un espin S; y sus z = 4 vecinos cercanos.
Este grupo de espines se llamaria cluster

La interaccion de los vecinos cercanos con el espin
central se calcula de forma exacta, y la interaccion

Energia de éste cluster

E. = —JSOZZ:Si —HSy —HiSi
i=1 i=1

=—(JSo+H)) Si—HSp

i=1

La funcién de particion del cluster

Z= Y Y o

So=+18;=+1

Haciendo la primera suma, sobre Sy = +1

H ;S —J+H ., Sk
Z, = Pt Z eﬁ(J+H)Zsj i | e—BH Z 65( JHH) 351 5;

S;==41 Sj=+1

Note que la suma Z S7 =81 + 824 S5+ 54

s,

con el resto de los vecinos se aproxima por un cam-
po efectivo calculado de forma autoconsistente.

(1)

= Z, =t Zeﬂ(J+H)(51+Sz+Ss+S4) + e BH Zeﬁ(fJ+H)(sl+sz+sg+s4)

S; S;

Para todas las combinaciones posibles de S;, 5o, S3, Sy

Si llamamos o = (J + H)f,

energia

S1+ 524+ S5+ 54 =+4 1 config
S1+ 52+ S5+ 54 =—-4 1 config
S1+ 524+ S3+ 54 =+2 4 config
S14+ S22+ S3+ 5, =-2 4 config
S1+ 5 +S53+S5,=0 6 config

Tt
Pl
Tt
it
TeTd

v = (J — H)B, tomando en cuenta la degeneracion de los niveles de

Zo =P [eh 4 o7 4 4e® 4+ 4e72 4 6] + e P [eM + e 4 4e?T + 4672 + 6]

=16 [cosh4 a} + e PH16 [cosh4 ﬂ
=24 {eBH cosh? (J—I— f_I) B+ e P cosh? (J — I_{) B}
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En general Z. =27 [(cosh®(J + H)B) e’ + (cosh® (j — H) B) e ?#]  (No se ha demostrado)

Como el tnico término que depende de S, en el que tiene H

<5b>=-—%§%%§§::Z;QZ[eﬁHcoﬁf(J-yzbﬁ-—e—BHcoﬂf(J-Enﬁ] 2)
1 0lnZ,
= Z—Z {eH cosh* ! (J + H)Bsenh(J + H)B — e " cosh* ! (J — H) senh(J — H)B} (3)

Como todos los espines son equivalentes (Sy) = (S;) = (5)
Por simplicidad tomaremos el campo externo, H =0

(So) = (S;) = cosh® a — cosh® v = (cosh®~' asenha — cosh®~! ysenh )
Recordando que senhx = coshx — e™®

hz—l _
= f= cost @ Z_loz = e = ¢2PH (H=0)
cosh® " v

a) SiH=0yH=0 (T grandes)

(S)y=0 De (3)
Fase desordenada

b) SiH=0y H=/=0= a—00, y— —o0 (Enesta region T-->0)

fo e+ (260
& +e
plat)* ™t L 28H . 2JB(z—1) _ 2BH _,
En general In f = 28H ; f= (W>Zl
T \er e

Si para J fijo graficamos In f = 28H y 28H

Inf,

. B Si la grafica de f corta la grafica de 28H en un
punto distinto de cero hay un H # 0

B2

De la grafica vemos, que sila 7' = - hay solucién donde hay orden [ # 0, sila T = 5, la tnica
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FS-4112 Fisica Estadistica II

solucion es H = 0 desorden.
Notemos que la diferencia entre las dos graficas de In f, la calculada a 3; y la calculada a f3;, es en
la derivada de g‘—g en H =0.
In f =28H, Si dlnf > 23, la curva f, corta en algun punto a la grafica 23H y hay otra
solucion distinta de H = 0, H fase ordenada.
Sidln f < 2H, launica solucién es H =0
=pB(J+H
Inf=(z—-1)[lncosha — Incosh~] o =B _)
v=pB(J - H)

dln f senha  senh~y
L (z—1
dH ( ) [cosha + cosh’y] b
Si evaluamos la derivada en el origen, H =0 = «(H =0)=~(H =0) = 3J
dln f
_ = (z —1)p 2tanh
i | (z—1)5 2tanh 5J

Hay soluciones para H # 0 si (z — 1)32tanh 3J > 23
La unica solucion es H = 0 si (z — 1)$2tanh 35 < 28

— Punto critico (z — 1)28. tanh B.J = 20,

1
= tanhf.J = ——
z—1

Si z =4 (Red Cuadrada) = [.(z =4) = 7 tanh ! (3)

(para z = 4, el resultado exacto es 2.269)

KT _ 2,888
J - )

1
Siz=2(Cadenadel—d) = f.(z2=1) = jtanhfl(l) =00
= KT.(2=2)=0 v/

Se pueden conseguir resultados mejores para 7, aumentando el tamario del cluster, pero si calcula-
mos los exponentes criticos nos daran los mismos que con campo medio, ya que cerca del punto critico

las fluctuaciones son enormes, y este modelo siempre limita las correlaciones.

[Note que podemos decir en ésta aproximaciéon que H = 3.J(S) 4+ H, ya que cada uno de los espines j
de (1), sienten un campo debido a los otros 3 vecinos que no se han considerado y el campo externo]
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2. Ejemplos:

2.1. Antiferromagneto de Ising en 2-d (Campo medio)

H=-J> 88 ~-HY S Ahorat <0 ,J=-J
(i) i

Del caso general que ya resolvimos, utilizando la aproximacion de campo medio si H =0
m = (S) = tanh[—Jz(S)] = — tanh[Jz(S5)]
Unica solucién es m = 0. El problema es que en éste caso m no es un buen parametro de orden, y

que tanto en la fase ordenada como en la desordenada, m = 0. El problema es considerar que todos los
espines son equivalentes.

Consideremos una red en que se alternan espines de “Tipo A” y espines de de “Tipo B”

Los espines vecinos del Tipo A son todos
del Tipo By viceversa

oo o
=0 W
oo o
a0 W
oo o
e W

v|z

N
2

7 {Z eﬁ(H—Jz<sB>>sA}

Sa

{Z PH=Jz(54))SB }
Sp

Donde ya hemos aplicado la aproximacién de campo medio

H%—BAZSA—BBZSB
N

Donde h; es el campo medio que siente un espin de Tipo ¢ debido a sus z vecinos que son de Tipo j

?LA =H — JZ<SB> s }_LB =H — JZ<SA>

Z = [2coshﬁﬁ,4] 2 [2COShﬁiLB]%

1 0lnZ 1 0lnZ
Naflhs "7 S NG an,
ma = tanh [8(H — JZmp)]
mp = tanh [B(H — JZm )]

ma = (Sa) =

Ahora asumimos que si H = 0 (valido solo en éste caso),

ma=—-mpg=m

Entonces m’ = tanh(8Jzm’) — La misma ecuacién que para el caso ferromagnético, pero ahora para
cada subred

Bc:i

, ahoram=ma+mp=0VT
Jz

Cada subred presenta una transiciéon a 7.
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771%
SiH=0
> MA
T < T, sist esta ordenado T > T. desordenado
T (R (I I S
[y m U R S S
(N (R A
-1
Si H # 0 no es correcto asumir que m4 = —mp = m’, ya que el campo externo favorece un alinea-
miento
ma = tanh [S(H — Jzmp)] ; mp =tanh [B(H — Jzmy))
m=ma+mp
XA = Oma = sech® [8Jzmp][1 — BJ2xB] SiH=0
0H |4_,
om
XB = a—; = sech? [8Jzm ] [1 — BJzx 4]
H=0
Pero como cuando H =0 m4=-mp=m'
oma omp
= XA om |,_, OH |, XB ( )
— x4 =sech® [BJzm/] [1 + BJzx 4]
xa [1— BJzsech®(BJzm')] = sech? [BJzm/] (4)

Cerca del punto critico, m’ ~ 0

sech®(BJzm’) ~ [1 — (ﬂsz’)Q]Q ~1—2(8Jzm')?
— xa(l—BJ2) = (1 —2B%7%22m/?)

1 Tc TC
PerOJZ:E ﬁJZ:T,l—?:t

xat=1 = xa~t!
El exponente critico para x(H =0) ~t~7

= v =1 — Resultado campo medio

1
Note que en éste caso el parametro de orden seria p = §(m A—mp)

T<T, 0
Si PEO 0y —41 (H=0)
T>T. p=0
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2.2. Transicion liquido-gas. gas de Van der Waals.

La ecuacion de Van der Waalss puede considerarse como una Teoria de campo medio para las
transiciones liquido-gas.

Recordemos que ésta ecuacion es una mejora de la ecuacién del gas ideal, toma en cuenta que las
moléculas no son puntuales, si no que tienen un volumen b, y que entre las moléculas hay un potencial
repulsivo si r < ry. Débilmente actractivo si r > rg.

Este es realmente el potencial promedio que siente una molécula debida al efecto de las otras. La
ecuacion de gas ideal se modifica de la forma

_ NKT N2
P=v Ny 12 )¢

El V — Nb viene de la correcién de que las moléculas ocupan un espacio finito Nb, por lo que
el volumen “real” que dispone cada molécula es menor, y el término negativo toma en cuenta que la
presion que ejercen las paredes del contenedor es menor debido a la atraccién molecular, y proporcional
a la densidad al cuadrado.

En fisica estadistica I vimos que la ecuacion de Van der Waalss se podia escribir como

3 1 8 _ 3 8 /_ 1\ !
it — | (V-Z)=CT Pt ) =2T(V-:z
(revs) (7-5) =57+ (oega)=57(v-3)

Vamos a ver que ésta ecuacion proviene de una aproximaciéon tipo campo medio para transicio-
nes liquido-gas. Es decir se obtienen de minimizar una enegia libre tipo Landau con respecto a un
parametro de orden

* Se puede obtener de una energia libre F', tal que

F
or =0 Integrando * respecto a V'
ov ir,
FTpv)=pv — > 3o (v=1) Lo p)
Py =D vV 3 3 P
p
» Si T < T, hay dos valores de p el mismo volu-
men (coexistencia liquido-gas)
T>T,
T = Si T =T, ocurre una transicion de fase
T<T, ¢
V
[Recordemos que cuando 1" < T;, hay una region en que g—"} > 0, lo que viola el criterio de estabilidad,

esto se corrige con la construccion de Maxwell-Estad I]
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Para fluidos. Exponentes criticos-Transicion gas <+ liquido

KT ~ (T—Tc -

6¢(T) = 64(T) = (T — T

CVN(Tcha p*pcf\/(éf(sc)(s
H, M, T — p,V,T

)
)%, 6 — §, = parametro de orden
)
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Minimizando F respecto de V

2
OF | _,  OF

>0 Recordemos que en el punto critico V. =T, = p. = 1

v |, avz |,
3 8 _ 1
— p+ = —-=-T = =0

PryE 3t v

Tiene dos soluciones si T, < T
o 6 8. 1

@D °r >0
ov V3 + 3 2

En el punto critico la segunda derivada es cero
o
(V-

)2

Supongamos que V = 1, y nos aproximamos al punto critico desde 7' > 1 (T' > T. = 1)

op 6 8 -
L _Z7
ov — V3 3

Wl

— T B B _ _
9p ~6-0 L 1Ty =6(T.-T); 1=T,
W lrzr. 303
—6(-1)
Kp = f%%—‘f ~t7 Cerca del punto critico (compresibilidad)
p

—> Con ésta aproximacion Tipo campo medio v =1
kr es el equivalente a x

Cerca del punto critico, 7' > 1, hay una sola solucion para v

Definimos
T=1+t
V=1+4+v
La ecuacion de Van der Waals
3 1 8
1 — |1 — = ==(1+t
(+0)+ | 1 0= 3] =50+ 0

1
= ¥ +p(l+0)d = g(p+8t)(1 + v)?

Sit=0,yves pequeno

1
v3+p’v§p:>p~—fv3 t>0
pr~(-v) = 6=

Isoterma critica (¢t = 0)
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