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1. Ejemplo: Ising en 2-d - Grupo de Renormalizacion (Chandler)

S5 (>

(a) Red cuadrada L x L

X

Sumamos sobre la mitad de espines (alternos x). Si los espines en la red original estaban separados
a, en la nueva red estan separados av/2.

Por cada espin i sobre el que se realiza la suma, hay un término de la forma K(S;,_1 + S;+1 + Si—1 +
SitL)Si

Z(K,N) = Z e Z Bt i kS r+ i) Si
S1 Sj

Sumando sobre los espines intermedios

Z(}'{7 N) — Z . Z {eK(Si—1+Si+1+Si—L+Si+L) + e*K(Sl—L+Si+1+Si+L+Si—L)}

N
Quedan 5 sumas

Ahora debemos buscar una transformacion que nos permita recuperar la forma de la funcién de
particion general.

Es decir
eK(Si—1+Si+1+Si+L+Si—Z) +e_K(Si—1+Si+1+Si—l+Si+L)

_ f(K) eXp[K/(Si—l Si—p+Si—rSit1 +Si+1Si+L+Si+LSi—1)]
No sabemos si es posible satisfacer ésta igualdad

Debe satisfacerse para todas las combinaciones posibles de los 4 espines, cada uno de ellos puede
valer +1

Combinaciones posibles de los 4 espines

S1=8,=53=5, =41 2 combinaciones (todos iguales)
S1=5,=83=+1
g 1 4 combinaciones (3 positivos, 1 negativo)
4=
S1=8;=5=-1 o . s
S, — 41 4 combinaciones (3 negativos, 1 positivo)
4 =
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S1 =55 =+1
Ss=5,=-1 + -
4 combinaciones (2 + - £+ +
S =93 =+1 positivo, 2 negati- — _
Sp =S5y =-1 vos)

M oK f ()t

K e = f(K)

2= f(K)e ™™ -

2=f) o+ -

Sistema sobredeterminado 4 ecuaciones, 2 incognitas.

Una de las formas mas sencillas de resolver el problema es el de pensar que el nuevo H tiene solo
interacciones a primeros vecinos como el original sino que ahora aparecen interacciones entre primeros
vecinos, 5152, 5253, 53,54, 5451, de magnitud K, entre segundos vecinos S;53, 525, de magnitud Ks, y
entre los 4 espines 552535, de magnitud K.

Ahora

1
K (S1+52+53+54) +6—K(51+52+S3+S4) _ f(K)e{§K1(5152+5253+53S4+S451)+K2(51S3+5251)+K3(51523354)}

Tomando en cuenta las distintas combinaciones de S, S, S3, S4, calculadas previamente, ahora ob-
tenemos:

+ —
1) A | 4K f(K)e2K1+2Kz+K3 + + — —
+ —
+ —
2) 2K +€—2K _ f(K)e_K3 + + — —
- +
+
3) 2= f(K)e 2y
4) 2 = f(K)e 2 t2Katks + +

Ahora tenemos 4 ecuaciones y 4 incégnitas, f(K), K1, Ko, K3

Resolviendo (hacer de tarea)
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1 1
K = Zln [cosh4K], Ky = éln [cosh 4K]

1 1
K; = 3 In [cosh4K] — 3 In [cosh 2K] (1

ool—

f(K) = 2]cosh 2K]% [cosh 4 K]

Note que cada link pertenece a 2 bloques distintos,
al sumar sobre los espines se toman dobles todas
las interacciones entre primeros vecinos, por eso el
2K

Hemos reescrito la funcion de particion, tal que

Z(K,N) = f(K)* $ ST S K T S5t K 5155 5,
S1 S%

Donde
Z’ — Suma sobre primeros vecinos.
3" — Suma sobre segundos vecinos.

""" — Suma sobre el producto de los 4 espines del bloque.

Hemos removido grados de libertad, debido a que el sistema en 2 — d tiene mayor conectividad que
el de 1 — d, las interacciones resultantes son mas complicadas que las del modelo original

N
Z(K,N) = f>(K)Z (Kl,Kg,Kg, 2)
Aproximaciones
(a) Desprecie K, K3 ~0
1
K, = Zln [cosh 4 K]
N N .
Z(K,N)=f2(K)Z (K, 2) — Equivalente al caso en 1 — D. No presenta
transiciones de fase.

(b) Desprecie K3, utilice Teoria de campo medio para introducir K,

ﬂ/'Hl =-K; Z/ SiSj — Ko Z/ SiSk = "K'(KlKQ) Z Sisj (1)

(nn) (nnn) (nn)

Doénde
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(nn) nearest neighbors (Vecinos cercanos).
(nnn) next-nearest neighbors (Segundos vecinos).

Hamiltonianos del tipo dado por (1) sabemos calcular su funcién de particién
N

— Ng(K) = 5 In () + 5 (K

Dondef(K) =2 [COSh 2K]% [COSh 4K} é (Ya Calculado) De campo medio

Cémo estimamos K'?
Si todos los espines estubieran alineados

NK NK,,
K Z S,S; = 215 K, Z S; Sk = 5 22 Para un red cuadrada z=4

(nn) (nnn)
En este caso K’ = K1 + Ky = } In[cosh4K] + { In [cosh 4K] = 2 In [cosh 4K]
K' = g In [cosh 4 K]
El punto fijo de la transformaciéon, K’ = K = K* satisface

3
K* = gln [cosh4K*] - K =0, K =00 y una tercera solucién que
se halla graficamente K* =

0,50698
KY
K
Si K < K*
K* K <K
. K> K~
3 Sl ks
K' = 3 In(cosh 4K)
'K
— 4 ¢ 4 o

K. punto fijo inestable (las iteraciones nos alejan de €l), K = 0,K = co puntos fijos estables.
Como K’ = §1nfcosh 4K] — K = }cosh™" [ef%]

9(K) = So(K") + 3 In f(K)

K/
e 3

[SE

f(K)=2 [cosh2K]% [cosh4K]§ = 2[cosh 2K]
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Como cosh? 2K = 1 (cosh4K + 1)
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Calculo de [os exponentes criticos

InZ =Ng(K)=—-pA ; A=E-TS
B oz NJ@g(K) K:ﬂjl
= = e _

op 0 B KT
OF 1 9E  NJ? 8%g(K)
Cy = =

T OT T KsT?08 KpT? 0K
Expandiendo K’ cerca del punto critico K*

OK' oK’
— K —K*=(K—-K*
K | . ( VoK .

K' =K+ (K - K"
Como ya sabemos, cerca del punto critico Cy ~ |K — K*|~¢

Como Cy ~ % ~|K — K*|7« (Cerca de T™)

— gs(K ~ K*) ~ |K — K*|7*™2 — Parte singular de g

cerca K*
K’ e —a+2
~ | K’
oK |k~

Por otro lado note que g(K') = 2¢(K) — In f(K), si cerca del punto critico g(K) es singular, esa
singularidad solo puede venir de la singularidad de g(K") cerca del punto critico, ya que la funcién es
analitica, no tiene singularidades.

[ — e -
(5% |x-)
0K’ 1 0K’ 1
0K |- 0K |p 2—«
In2
a=2_ %
oK’
In ( 0K K*)
Recordemos que en este caso K’ = 2 In [cosh 4K]
0K 3 k* = S [cosh 4K ]
K* =~ 50698 (Solucion grafica)
In2
— =2
In [5 tanh4K*]
~ ,131

Resultados exactos para este modelo K* = 440669
a divergencia suave C ~ In|T — T¢|

El método funciona bastante bien

En general se asume un espacio multidimensional para las constantes de acoplamiento
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BH =—BJ1 Y SiS;—BJ> > SiSk —BJ3 ) SiS;SkSe

(nn) (nnnn) 7

BJ; = Ky

K = (K1,Ky, K3,...) — Vector

Luego de integrar sobre grados de libertad, por ejemplo sobre los espines intermedios, se obtienen
nuevas constantes de acoplamiento

K = (K|, K}, K}...)
Tal que K’ = RK R — grupo de renormalizacion, el punto fijo satisface K* = RK*
El sistema a medida que aplicamos el grupo de renormalizacién aumenta su conectividad.
Para el modelo de Ising (con H =0) SH =-Jf Z<nn> SiS;, K = (K1,0,0,...)

en el ejemplo anterior, luego de reducir los grados de libertad (aplicar el grupo de renormalizacién),
aparecen nuevas conexiones entre los espines

K = (Kl K} KL, ...

El "grupo" de renormalizacidn no es realmente un grupo porque no tiene inversa
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