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Campo escalar real Il?l?re cuantico:
Pp 1 - o
o(x) = o(t, T) = / (a,ﬁe_m“p + a;e””*‘p )

(27‘(‘) \/QEI;
lap, ay| = [a;}, a~/] =0

lag, aly] = (2m)* 6% (5 - )

d3
H = / (27;)?3 Eﬁa;aﬁ, estado de vacio [0), ap/0) =0 Vp

espacio de estados de n partl'culas
0), 7)) =+/2Ezal|0), P, k)=+/2E;\/2E;alal

H|0) =0,  H|F)=Edp),  Hp, k) = (Ey+ Ep)|p, k),



@ Causalidad

Causalidad:

Consideremos dos observadores AenxyBeny.
Una medida en A no puede afectar una medida en B si A y B estan causalmente
desconectados, i.e. una sefal luminosa enviada desde A no puede llegar a B.

Para que la teoria sea causal, dos operadores O, y O, separados espacialmente
deben conmutar, i.e. [04(z), Os(y)] =0, Y (z—y)*<0

en particular [¢(z), ¢(y)] =0, V (z—y)><0
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@ Causalidad

Para comprobarlo calculamos el conmutador

Bp Bk 11 - | . |
— L, lTp t 1x-p _ o ty-k JL zy-k]
[P(x), o(y)] / (208 (@n ) JaE, \/2E: \[ape +aze? ape tage |
|:a/ﬁ’ al-%i| e—tx-ptiy-k __ |:a,]—€.7 a/;i| eltx-p—iy-k
N—_—— N—_——
(2m)3 §(3) (5—E) (2m)3 §(3) (K—p)

se obtiene
d3 1 . .
[¢(x)7 ¢(y)] — / (27_‘_])93 5 F- (6_749'(1’_9) _ e’bﬂ(ﬂv—y))

Propiedades:
— es invariante de Lorentz [cada uno de los términos es invariante]
— NO se anula para separacion temporal, (z—y)* >0

S (ot, ), ot + A, )] v A cim Al



@ Causalidad

— Sl se anula para separacion espacial, (z—y)> <0
eg. "=y, (z-y)’=-(T-9"<0

eir- (-9 ) « luego de cambio de variable p — —p

Era de esperarse porque es el conmutador aigual t :-)
lag, ay] = lal, al]=0 = [6(Z), ¢(i)] =0

Pero [¢(z), #(y)] es invariante de Lorentz y solo puede depender de (= — y)?
por lo tanto se anula para todo (z —y)* <0

— Es una teoria causal, con conmutadores que se anulan fuera del cono de luz



Causalidad

Para un campo escalar complejo x

d> 1 . .
xX(z) = / z (bﬁe_m'p + c;;em'p)

) 2y

* dsk 1 T —iy-k 1y-k

2m)3 /2 E}

* d3p 1 —ip-(z— in- (2 —
0] = [ s (7 =) 0 para (o ) <0

.

Particula propagandose de y a x
creada por b’ en y(y)*
b Anti-particula propagandose de x a y
creada por c;g, en x(z)



Propagadores: campo escalar real

Propagador de una particulaquevadeyax:. D(z —vy)

d3p d3k 1 1 —ip-x+ip’ - d3p 1 —ip-(x—

Notar:
* [9(z), ¢(y)] = D(z —y) — D(y — )

2

* D(z —y) no se cancela para (z —y)* <0

D(z —y) — e~™#¥ para (¥ —¢) — o0



Propagador de Feynman: campo escalar real

Propagador de Feynman
Dp(xz—y) = (0T {o(x)o(y)} [0)

ordenamiento temporal T

o(x)o(y) si 2 >y
o(y)o(x) siy° > 27

801382

T{o(x)o(y)} = {

T{¢(z)o(y)} = d(2)d(y) O(2" — y") + d(y)d(z) O(y" — 2°)

..........................................

1 six >0 g |
Funcion escaldn de Heaviside ©(z) =¢1/2  siz=0 L
0 siz <0 : |

........................................

https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid

By Omegatron - Own work, CC BY-SA 3.0,



Propagador de Feynman

{<0¢($)¢(y)0> =D(x—y)  sia®>y
(0l¢(y)p(2)|0) = D(y —z)  siy’ >a®

Dp(z —y) = D(z —y)O(z° —¢°) + D(y — ) O(y" — 2°)

dp 1 :
D(r — y) = —ip-(z—y)
(@ =y) / (27)3 2B,

Dr(z —y) es invariante de Lorentz

f (%)3 2E~ e~ (z—y) si 20 > o0
Dp(z —y) =

/& (277)3 2E~ e (=Y) si y? > a¥




Propagador de Feynman

Hay una forma conveniente de reescribir el propagador de Feynman

d*p i : d3p o [ dpY i 07,00
Dol(r — ) — ip-(z—y) _ / &P i (E y)/ ip®(z°—y°)

1 1 1 1

Pom? T - -m (OB (- B + Ep)

: i 271
- polos simples en »’ =+E; con residuos —57-
p

= P

W

https://es.wikipedia.org/wiki/Teorema_integral _de Cauchy
https://es.wikipedia.org/wiki/Teorema_de l|os_residuos
https://es.wikipedia.org/wiki/Residuo_(analisis_complejo)


https://es.wikipedia.org/wiki/Teorema_integral_de_Cauchy
https://es.wikipedia.org/wiki/Teorema_de_los_residuos
https://es.wikipedia.org/wiki/Residuo_(an%C3%A1lisis_complejo)

i
Ez)(p° + Ep)

o~ 0" (27 =y")

—27m
25

polo en ;° = E; con residuo

- 0 0 0 d3 1 ;
/ (27‘(’)3 2 Eﬁ c (33 y)

polo en p° = —E; con residuo

—2E;

- ' dp 1 .
D - ip-(£—9) _ ip-(x—y) __ D
F<x y> / (271‘)3 € 2w —2 Eﬁ € / (271 )3 2 Eﬁ c (y )




Propagador de Feynman: prescripcion i e

d*p ? : d*p ? :
D o) = —ip-(z—y) / —ip-(z—y)
F(z —y) / (21)* p? — m? ¢ — (2m)4 p? — m? + ie c

El efecto es mover los polos apropiadamente e >0 infinitesimal

(pP°)? —E2+ie=0  —  polosenp’=+(Es—ie)
-t +\e \
l ! Eg*i"&

* 2" >y" se cierra por debajo, se incluye E; —ie (— E; cuando € — 0)
*y’ >2" se cierra por arriba, se incluye g1 ic (- —E; cuando € — 0)



@ Propagador de Feynman y Funcion de Green

De la definicion Dr(z —y) = (0|T {o(z)o(y)} |0) se demuestra que

(8,0 +m*)Dp(z —y) = —i 6 (z — y)

Menos formalmente...
4 .
(0,,0" +m*)Dp(z — y) = / 4’ !

(2m)* p* —m?

d4p
(2m)*

(—p? + mZ)e—ip(fL’—y) _ —i/ e~ w(x—y) — _; 5(4) (z —y)

— Dr(z —y) es la funcidon de Green de la ecuacion de Klein-Gordon

No se usd un contorno especifico para esta derivacion.
Existen otras funciones de Green (e.g. retardada y avanzada), utiles si se conoce
la configuracion inicial del campo, o para el caso de |la ecuacion inhomogénea.
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Cuantizacion del
campo escalar real
con interacciones




@ Planeamiento

Hasta ahora hemos estudiado campos libres

1 1 1 1o 1
W 2 2 3 2 2 2 2
E——Q Mqﬁ@ gb——ngb : H /d;c(—Qﬂ‘ —I——Qqu —I——2m¢>

o 3 I
Cuantizacion: H:/ WZ)?gEﬁCL;;CLﬁ, estados |0), |p), |p, k), libres

2

Para describir procesos de choques y decaimientos de particulas es necesario
incluir interacciones, i.e. términos en H que puedan acoplar estados de
diferentes numeros de particulas.

Queremos entonces considerar H = H, + H,, con H, siendo el Hamiltoniano libre.

Estudiaremos el ejemplo particular “lambda phi 4” X¢*

1 1 A
L= 5 Lot P — §m2¢52 — ﬂ¢4 = Lo+ L;

: A -
eom. (@L@“’ + m2) O = —§¢3 < no lineal «tarea: )



@ Planeamiento

. oL .
Notemos que £r nocambia 7= 96 ¢

Podemos proceder con la cuantizacion candnica en la representaciéon de
Schrodinger, imponiendo [¢(2), =()] = i6®(F—§),  [¢(@), ¢(@)] = [x(Z), 7(§)] = 0
i

ap, ag] = lal, al,] =

az, al,] = (21)* 6 (5 - §")

T dp 1 —iZp .t B
Nuevamente ¢(z) = (aﬁe P ale P)

(2m)° /2 Ej

El problema esta en pasar a la representacion de Heisenberg,
porque solo [Ho, a] = —Eya; yahora H = Hy+ H;

— ;Qué hacer ahora? -/



@ Cuantizacion del campo escalar real con interacciones

— Usar teoria de perturbaciones, i.e. A <1
Se puede hacer porque A es adimensional

Las dimensiones de masa son
L]=4, |¢/=1 = A =1

A
x LD5060, al=1

. . A ,
acoplo adimensional E?’ decrece a altas energias

* LD 9%, A5 = —1
acoplo adimensional (s E) crece a altas energias
— lleva a una teoria norenormalizable, o incompleta a altas energias



Nos concentraremos en
1 1 A
L= §8u¢8ﬂ¢ - §m2(/§2 - 5654 =Lo+ Ly, Ly =—=0

H=nd—L="Ho+Hs
1 1 1

Lo e L2 2 _ A4
H = Hy+ H;
1 1 -
Hy = /dgx (§7T2 + §(V¢)2 + %m2¢2)

A
_ 3\ 4
HI—/dgﬁb



@ Expansion perturbativa

Eventualmente queremos obtener secciones eficaces y tazas de decaimiento.
Antes es necesario calcular amplitudes de propagacion.

En particular
QT {o(x)o(y)} [$2) recordar que (O[T {¢(2)¢(y)}|0) = Dp(z —y)

)yes el nuevo estado de vacio, en presencia de H,
¢(z) es el nuevo campo en la representacion de Heisenberg

d(z) = () e

(z) y 1) dependen de H, .

Empecemos con ¢(x)



@ Expansion perturbativa

La idea es usar A < 1 para obtener ¢(¢, %)
en una expansion en series en A (expansion perturbativa)

A orden cero o¢(t, T)|,_, = e ot p(x) e "ot = ¢ (¢, T)
— Notar que ¢:(t, ¥) coincide con el campo de Heisenberg libre

3
b(t, 7) = / o 4/71 (ape™i=r” +afetoer”)
(27T>3 ZEI; b p

Queremos relacionar ¢;(t, ) con el verdadero ¢(t, 7)

¢(t, f) — eth gb(f) e—z’Ht Z\ethG_iHOieiHotqb(f) e—iHotez'Hote—th

\ . J/

[\ _J/
v -~

Ut (¢,0) b1 (t, ) Ul(t,0)




Expansion perturbativa

(t, &) = UT(t, 0) pr(t, ) U(t, 0),  U(t, 0) = ' Tot el H1

Mas generalmente consideramos
U(t, t’) _ ot Hot e—iH(t—t’) et Ho t’ , U(ta t) —1

— operador de evolucion en el cuadro de la interaccion

%—lt] - (Z Hy ettot e =HE=t) 4 eifot (i) e_iH(t_t/)) e~ HHot’
- — eiHot (H L HO) e—iH(t—t’) e—iHOt’
— _j otHot (H — Hy) e—iHotgiHot o tH (t—t") e—iHOtL
H??t) U(t,t')
ou (t, t'
0 (£, ¥) = H;(t)U(t, t")

ot



Expansion perturbativa

OU(t, ) ,
i = Hi(t) U(t, )
Ult, t) =1

t
La solucion ingenua U(t, t') = exp {—z/ dt”HI(t/,)] no funciona :-(
t/

Ult, t') = 1—i/tdt1 Hit) + (_;)2 /tdtl Hf(tl)/tdtQHI(tz)Jr...

/ / t/

z’an;;’ Yo —% [Hf(t) /; dto H(ts) + /t/t dt, Hf(tl)HI(t)] .

+ Hi(t)U(t, t') porque|[H;(t1), Hy(t)] #0



Expansion perturbativa

La solucion correcta es la formula de Dyson

Ut,t")=T {exp [—z‘ /t/t dt”HI(t”)] }

Ut,t') =1 —z‘/tt dt1 Hy(t1) + <_;)2T{/ttdt1 Hf(tl)/tdtQHI(tg)} + ...

/ / t/

{/tdtl Hf(tl)/tdtg HI(tg)} :T{/j dt, iy (1) (/t dts Hf(t2)+/t:dt2 Hf(t2)>}

t/
/ dt1/ dty Hy(t1) Hy(ts) / dt1/ dto Hy(to) Hi(t1)
t’ t/ t’ t1

N T

Son iguales! :-)




t t
/ at / diy Hy (1) Hy(ty) = / dt / dty Hy (1) Hy (L)
t’ t’ t’ t1

s c r
g n\”\ c E
lr Ht T B h‘ti t‘*C T,
Al final iy (_Z,)Q , .
Ul(t, t’)zl—z/t/ dt1 Hy(t1) + T{/ dtlHI(tl)/ dtQHI(tQ)}+
Ult, t’)zl—z’/t/tdtlHI /t dtl/t dto Hr(t1)Hy(t2) + ...

7

orden A orden A2



Expansion perturbativa

Verifiquemos que todo funcione
OU(t, )
ot

= H;(t)U(t, t")

Solucion de Dyson  y(, ¢)=T {exp [—z' / t dt”HI(t”)]}

2 {exp [—z’ /t /t dt”Hz(t”)] } =T {Hf(t> XD [_i /,: dt"HI(t”>] }



@ Expansion perturbativa

No perder de vista:

* Hi(t) ="' Hiem "t depende de  ¢;(t, &) = 0" ¢ (7) e
en \o¢*:

A A
HI:/az%ﬂ AT o Hf(zs):/az%ﬂ oMt )

* El resultado es general y se aplica en otros casos
eg. campo escalar real ¢ con un campo escalar complejo x

) L1 1 .
L= 0ux"0"x = MPX"X + 50,00" ¢ — 5m*¢® —g o X"x

Lr

Hi=godx"X, Hy = Q/deXj:XI dr ~ (" +c)(c+b")(a+a") DbcTa

e E;{‘L{Lir:.?
Q+Ea>

H, describe decaimientos (orden g) y choques (orden g@)
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