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Temario

• Fractales. Dimensión fractal.

• Leyes de potencia

• Crecimiento de interfaces.

• La interfaz tumoral.

• Análisis por escalamiento de la interfaz tumoral.

• Multifractalidad.

• Análisis mediante redes complejas.

• Comportamientos universales.

• Modelos de crecimiento y simulaciones.



Auto-similitud

Curva de Koch



Auto-similitud

Conjunto de Mandelbrot



Auto-similitud

• Fractales auto-similares, se obtienen de una forma iniciadora,

un generador, es decir, una regla para modificar la forma

inicial y realizar iteraciones para generar la forma fractal. Son

deterministas.

• Son invariantes bajo una transformación de escala isotrópica

(idéntica en cualquier dirección espacial)



Auto-similitud



Dimensión de auto-similitud

Número de objetos similares en los que se descompone un objeto al

reducir la escala isotrópicamente en un factor M esta dado por:𝑁 𝑀 = 𝑀𝑑𝐸

2 = 21 4 = 22 8 = 23



Dimensión de auto-similitud

En forma análoga podemos decir, que las estructuras fractales

están compuestas por 𝑁 𝑎 partes idénticas de tamaño 1/𝑎:𝑁 𝑎 = 𝑎𝐷𝑓𝐷𝑓 se denomina la dimensión de auto-similitud y sólo puede

definirse para fractales deterministas.



Dimensión de auto-similitud. Triángulo de Sierpinski.

𝐷𝑓 = 𝑙𝑜𝑔 3𝑙𝑜𝑔 2 ≅ 1.58496 …



Dimensión de auto-similitud. Tetrahedro de Sierpinski.

4 = 22 16 = 42

𝐷𝑓 = 𝑙𝑜𝑔 4𝑙𝑜𝑔 2 = 2



Dimensión de auto-similitud. Alfombra de Sierpinski.

𝐷𝑓 = 𝑙𝑜𝑔 8𝑙𝑜𝑔 3 = 1.89279



Dimensión de auto-similitud. Fractal de Mandelbrot-Given.

𝐷𝑓 = 𝑙𝑜𝑔 8𝑙𝑜𝑔 3 ≅ 1.89278 …



Fractales aleatorios.

ҧ𝜚 𝑙 = 𝑀𝑖 𝑙 𝑖𝑙𝑑 = 𝑚ത𝑎𝑑

ҧ𝜚 𝑙 = 𝑀𝑖 𝑙 𝑖𝑙𝑑 ∝ 𝑙𝐷𝑓−𝑑



Dimensión de capacidad y dimensión de Hausdorff.

• En fractales aleatorios no es posible aplicar la definición de auto-

similitud pues no existe ésta estrictamente, por lo que se hace

necesario establecer una definición diferente de dimensión fractal.

• Las dimensiones de capacidad y de Hausdorff están basadas en

métodos que atienden a “cubrir” la estructura a analizar. Se determina

con cuantas esferas de tamaño 𝑙 se cubre al sistema.𝑀𝑖 𝑙 𝑖 ∝ 𝑙𝐷𝑓𝑁 𝑙 𝑀𝑖 𝑙 𝑖 = 𝑛ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 𝑑𝑒 𝑝𝑎𝑟𝑡í𝑐𝑢𝑙𝑎𝑠𝑁 𝑙 ∝ 𝑙−𝐷𝑓



Dimensión de capacidad.

𝑟 → 0
𝐷𝑓 = lim𝑟→0 log 𝑁 𝑟log 1𝑟



Auto-afinidad



Auto-afinidad

El análogo a la propiedad de escalamiento en fractales auto-similares𝑁 𝑙 ∝ 𝑙−𝐷𝑓
donde 𝐷𝑓 es la dimensión de capacidad o la dimensión de Hausdorff, esta

dada por ℎ 𝑥 ~𝑏−𝛼ℎ 𝑏𝑥 , ℎ 𝑙 ~𝑙𝛼
donde 𝛼 es un exponente denominado de Hölder o de auto-afinidad, que

expresa cuantitativamente la rugosidad de la estructura fractal.



Auto-afinidad. Relación entre rugosidad y dimensión fractal.

Consideremos la función auto-afin definida en el intervalo 0,1 y dividamos ese

intervalo en 𝑁𝑠 segmentos. En cada segmento el cambio de valor de la función

escala cómo

Δ 𝑙 ∝ 𝑙𝛼 , 𝑙 = 1𝑁𝑠
de modo que el número de cajas que se necesitan para “cubrir” la función en cada

segmento es Δ 𝑙𝑙 ∝ 𝑙𝛼−1
y el número total de cajas que “cubren” toda la estructura𝑁 𝑙 ~𝑁𝑠 × 𝑙𝛼−1~𝑙𝛼−2~𝑙−𝐷𝑓 → 𝐷𝑓 = 2 − 𝛼



Auto-afinidad. Movimiento Browniano.



Auto-Afinidad. “DNA Walk”



Auto-Afinidad. “DNA Walk”

𝐹2 𝑙 ≡ ∆𝑦 𝑙 2 − ∆𝑦 𝑙 2∆𝑦 𝑙 ≡ 𝑦 𝑙0 + 𝑙 − 𝑦 𝑙0𝐹 𝑙 ~𝑙𝛼𝛼 ≠ 0.5



Leyes de potencia

Distribución de Probabilidad o Función de Densidad de

Probabilidad (PDF) 𝑃 𝑋 = 𝑥 = 𝑎𝑥−𝛼
Función de Distribución o Función de Distribución Acumulada

(CDF) 𝑃 𝑋 > 𝑥 = 𝑏𝑥− 𝛼+1



Leyes de potencia

• Representan distribuciones que no tienen una escala característica,

espacial o temporal, y por lo tanto son representativas de fractalidad.

• Cuando el valor de 𝛼 en una ley de potencia para la PDF se encuentra

entre 0 y 2, la distribución tiene una varianza infinita y si 𝛼 es menor que

1 entonces su media también es infinita.

• Las distribuciones que presentan leyes de potencia son generalmente de

larga cola, lo que significa que las correlaciones decaen lentamente en el

espacio o en el tiempo. Esta persistencia es también una indicación de

fractalidad.



Ejemplos de Leyes de Potencia. Deposición balística.



Ejemplos de Leyes de Potencia. Deposición balística.

La altura media തℎ sobre la superficie es:

തℎ ≡ 1𝐿 ෍𝑖=1
𝐿 ℎ 𝑖, 𝑡

Si la tasa de deposición es constante entonces:തℎ~𝑡



Ejemplos de Leyes de Potencia. Deposición balística.

La altura media തℎ sobre la superficie es:

തℎ ≡ 1𝐿 ෍𝑖=1
𝐿 ℎ 𝑖, 𝑡

Si la tasa de deposición es constante entonces:തℎ~𝑡
El espesor de la interfaz, que caracteriza la rugosidad

de la misma, se hace más rugoso a medida que

progresa la deposición

𝑤 𝐿, 𝑡 ≡ 1𝐿 ෍𝑖=1
𝐿 ℎ 𝑖, 𝑡 − തℎ 𝑡 2



Ejemplos de Leyes de Potencia. Deposición balística.

w

t

Inicialmente, el espesor de la interfaz crece

cómo 𝑤 𝐿, 𝑡 ~𝑡𝛽
Este exponente se denomina exponente de

crecimiento.~𝑡𝛽



Ejemplos de Leyes de Potencia. Deposición balística.

w

t

Inicialmente, el espesor de la interfaz crece

cómo 𝑤 𝐿, 𝑡 ~𝑡𝛽
Este exponente se denomina exponente de

crecimiento.~𝑡𝛽 A tiempos suficientemente largos, el espesor

de la interfaz alcanza un valor de saturación

que presenta un comportamiento𝑤𝑠𝑎𝑡 𝐿 ~𝐿𝛼
El exponente se denomina exponente de

rugosidad.

~𝐿𝛼



Ejemplos de Leyes de Potencia. Deposición balística.

w

t

𝑡𝑥~𝐿𝑧

Inicialmente, el espesor de la interfaz crece

cómo 𝑤 𝐿, 𝑡 ~𝑡𝛽
Este exponente se denomina exponente de

crecimiento.~𝑡𝛽 A tiempos suficientemente largos, el espesor

de la interfaz alcanza un valor de saturación

que presenta un comportamiento𝑤𝑠𝑎𝑡 𝐿 ~𝐿𝛼
El exponente se denomina exponente de

rugosidad.

~𝐿𝛼

La transición ocurre a un tiempo 𝑡𝑥 que

escala con el tamaño del sistema𝑡𝑥~𝐿𝑧
El exponente se denomina exponente

dinámico.



Análisis de escalamiento.

log 𝑤

log 𝑡



Análisis de escalamiento.

log 𝑡

log 𝑤𝐿𝛼



Análisis de escalamiento.

log 𝑤𝐿𝛼

log 𝑡𝐿𝑧

𝑤 𝐿, 𝑡 ~𝐿𝛼𝑓 𝑡𝐿𝑧𝑓 𝑢 ~𝑢𝛽 𝑢 ≪ 1𝑓 𝑢 ~𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 𝑢 ≫ 1𝑧 = 𝛼𝛽
Ansatz de Family-Vicsek



Interfaz tumoral.

Células tumorales 

basales

Células tumorales 

invasoras

Células tumorales 

incipientes
Detalle imagen in vivo



Interfaz tumoral.



Crecimiento interfaz tumoral.

La generación espontánea de interfaces fractales ha sido observada en muchos

procesos naturales. La hipótesis básica es que el objeto exhibe auto-similaridad y no

presenta una longitud característica. Bajo estas condiciones, la interfaz escala cómo:ℎ ҧ𝑥, 𝑡 ~𝑏−𝛼ℎ 𝑏 ҧ𝑥, 𝑡
con 𝛼 > 0
Se propone una ecuación del tipo Langevin:𝜕ℎ( ҧ𝑥, 𝑡)𝜕𝑡 = 𝐹 + 𝐺 ℎ ҧ𝑥, 𝑡 + 𝜂( ҧ𝑥, 𝑡)



La rugosidad de la interfaz ℎ ҧ𝑥, 𝑡 esta caracterizada por el espesor de la

interfaz: 𝑊 𝐿, 𝑡 = ℎ 𝑥, 𝑡 − തℎ(𝑡) 2 𝐿 1/2

Variable de interfaz 

promedio sobre todo el 

sistema de tamaño L

Crecimiento interfaz tumoral.



La rugosidad de la interfaz ℎ ҧ𝑥, 𝑡 esta caracterizada por el espesor de la

interfaz: 𝑊 𝐿, 𝑡 = ℎ 𝑥, 𝑡 − തℎ(𝑡) 2 𝐿 1/2

: Promedio 

sobre n 

realizaciones

Crecimiento interfaz tumoral.



La rugosidad de la interfaz ℎ ҧ𝑥, 𝑡 esta caracterizada por el espesor de la

interfaz: 𝑊 𝐿, 𝑡 = ℎ 𝑥, 𝑡 − തℎ(𝑡) 2 𝐿 1/2
La función de correlación de la variable de interfaz ℎ 𝑥, 𝑡 esta dada por:𝐶 𝑙, 𝑡 = ℎ 𝑥, 𝑡 − ℎ(𝑥 + 𝑙, 𝑡) 2 𝐿

Crecimiento interfaz tumoral.



El espectro de potencia de la variable de interfaz es:𝑆 𝑘, 𝑡 = ෠ℎ 𝑘, 𝑡 ෠ℎ −𝑘, 𝑡
donde ෠ℎ 𝑘, 𝑡 = 𝐿−1/2 ׬ ℎ 𝑥, 𝑡 − തℎ(𝑡) exp 𝑖𝑘𝑥 𝑑𝑥
Se relaciona con las cantidades anteriores 𝐶 𝑙, 𝑡 y 𝑊 𝐿, 𝑡 , mediante

𝐶 𝑙, 𝑡 ~ න2𝜋/𝐿
𝜋/𝑎 𝑑𝑘2𝜋 1 − cos 𝑘𝑙 𝑆(𝑘, 𝑡)

𝑊2 𝐿, 𝑡 = න 𝑑𝑘2𝜋 𝑆(𝑘, 𝑡)
Generic Dynamic Scaling in Kinetic Roughening, J.J. Ramasco, J.M. López, M.A. Rodríguez, Phys. Rev. Lett.

84, 2199-2202 (2000)

Crecimiento interfaz tumoral.



Ansatz de Family-Vicsek. 

𝑊 𝐿, 𝑡 = 𝑡𝛼/𝑧𝑓 𝐿𝜁(𝑡) , 𝑓 𝑢 ~ ቊ 𝑢𝛼 𝑠𝑖 𝑢 ≪ 1𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 𝑠𝑖 𝑢 ≫ 1𝜁 𝑡 ~𝑡1/𝑧 comportamiento de la longitud de correlación lateral en estado estacionario

Lo que reproduce: 𝑊 𝐿, 𝑡 ~𝑡𝛽 para tiempos pequeños, 
𝐿𝜁(𝑡) ≫ 1

𝑊 𝐿, 𝑡 ~𝐿𝛼 para estado estacionario, 𝜁 𝑡 ≫ 𝐿
Además, 𝛼 + 𝑑𝑓 = 𝑑𝐸, donde 𝑑𝑓 es la dimensión fractal de la interfaz y 𝑑𝐸 es la dimensión Euclídea

del espacio que contiene la interfaz.

Crecimiento interfaz tumoral.



La existencia de un escalamiento dinámico, mediante el ansatz de Family-

Vicsek y la ausencia de una longitud de escala característica permite

establecer en forma similar el espesor local 𝑤 𝑙, 𝑡 que mide las fluctuaciones

de la interfaz para 𝑙 ≪ 𝐿. Igualmente para 𝑡𝐶 𝑙 ~𝑙𝐶 𝑧
donde 𝑙𝐶 es la longitud de

coherencia para la fluctuación local, tenemos 𝑤 𝑙, 𝑡 ≫ 𝑡𝐶 𝑠𝑎𝑡~𝑙𝛼𝑙𝑜𝑐 y para 𝑡 ≪𝑡𝐶 , 𝑤 𝑙, 𝑡 ~𝑡𝛽 . 𝑤 𝑙, 𝑡 = 𝑟 𝑥, 𝑡 − ҧ𝑟(𝑡) 2 𝑙 𝐿1/2
donde en este caso, 𝑙 representa un promedio sobre un subconjunto 𝑙 , ҧ𝑟(𝑡)
el promedio del radio de la interfaz en ese mismo subconjunto y 𝐿 el

promedio sobre el tamaño total, 𝐿.

Crecimiento interfaz tumoral.



Cuando 𝑤 𝑙, 𝑡 difiere de 𝑊 𝐿, 𝑡 , entonces:𝑤 𝑙, 𝑡 ~𝑙𝛼𝑙𝑜𝑐 , 𝑊 𝐿, 𝑡 ~𝐿𝛼 , 𝑡 ≫ 𝑡𝐶
Los sistemas con 𝛼 > 1 se denominan super-rugosos. Para estos sistemas no se

cumplen las relaciones anteriores, sino un nuevo comportamiento en un régimen

temporal intermedio 𝑙𝑧 ≪ 𝑡 ≪ 𝐿𝑧, caracterizado por un exponente de crecimiento,𝛽∗, tal que

𝑤 𝑙, 𝑡 ≫ 𝑙𝑧 ~𝑙𝑡𝛽∗ , 𝛽∗ = 𝛽 − 𝛼𝑙𝑜𝑐𝑧
Igualmente debe cumplirse 𝛼𝑙𝑜𝑐 + 𝑑𝑓 = 𝑑𝐸

Dynamics of fractal surfaces, F. Family and T. Viseck, World Scientific, Singapore, 1991.

Crecimiento interfaz tumoral.



Crecimiento tumoral in vitro.



Crecimiento tumoral in vitro.



Crecimiento tumoral in vitro.



Crecimiento tumoral in vitro.

𝑊 𝑙, 𝑡 ~𝑙𝛼𝑙𝑜𝑐 , 𝑡 ≫ 𝑡𝑆
𝛽∗ = 𝛼 − 𝛼𝑙𝑜𝑐𝑧



𝑆 𝑘, 𝑡 = 𝑘− 2𝛼+1 𝑠 𝑘𝑡1/𝑧
𝑠 𝑢 = ቊ𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑠𝑖 𝑢 ≫ 1𝑢2𝛼+1 𝑠𝑖 𝑢 ≪ 1

Crecimiento tumoral in vitro.



Crecimiento tumoral in vitro.

𝛼 = 1.5 ± 0.1𝛽 = 0.375 ± 0.03𝑧 = 4.0 ± 0.2
𝛽∗ = 0.15 ± 0.05𝛼𝑙𝑜𝑐 = 0.87 ± 0.05

MBE



Crecimiento tumoral in vitro y ex vivo.



Crecimiento tumoral in vitro y ex vivo.



Crecimiento tumoral in vitro y ex vivo.



Crecimiento tumoral in vitro y ex vivo.



Crecimiento tumoral in vivo.

Tipo 𝜶𝒍𝒐𝒄 𝒅𝒇 𝜶𝒍𝒐𝒄 + 𝒅𝒇
Benignos 0.77 ± 0.07 2.02 ± 0.09 2.79 ± 0.13
Gliomas 

Grados II y III
0.89 ± 0.07 2.10 ± 0.11 2.99 ± 0.13

Glioblastoma 

multiforme
0.88 ± 0.06 2.17 ± 0.07 3.05 ± 0.10



Crecimiento tumoral in vivo.



Crecimiento tumoral in vivo.



Crecimiento tumoral in vivo.



Crecimiento tumoral in vivo.



Crecimiento tumoral in vivo.



Crecimiento tumoral in vivo.



Crecimiento tumoral in vivo.



Crecimiento tumoral in vivo.



Crecimiento tumoral in vivo.



Crecimiento tumoral in vivo.



Crecimiento tumoral in vivo.

Tipo 𝜶𝒍𝒐𝒄 𝒅𝒇 𝜶𝒍𝒐𝒄 + 𝒅𝒇
SCC IA 0.71 ± 0.03 2.28 ± 0.02 2.99 ± 0.03
SCC IB 0.78 ± 0.01 2.20 ± 0.02 2.98 ± 0.02
SCC IIB 0.84 ± 0.05 2.12 ± 0.04 2.96 ± 0.05

Adenocarcinoma 

IIIB
0.88 ± 0.01 2.09 ± 0.02 2.97 ± 0.02

Adenocarcinoma 

IVB
0.98 ± 0.01 2.01 ± 0.01 2.99 ± 0.01

F. Torres Hoyos, M. Martín–Landrove, R. Baena Navarro, J. Vergara Villadiego, J. Causil Cardenas, Study of cervical 

cancer through fractals and a method of clustering based on quantum mechanics, Applied Radiation and Isotopes 

150 (2019) 182–191



L a b

Crecimiento tumoral in vivo.



Crecimiento tumoral in vivo.



Crecimiento tumoral in vivo.

Tipo 𝜶𝒍𝒐𝒄 𝒅𝒇 𝜶𝒍𝒐𝒄 + 𝒅𝒇
Nevus 0.77 ± 0.04 1.11 ± 0.04 1.88 ± 0.04

Melanoma 0.80 ± 0.03 1.21 ± 0.09 2.01 ± 0.09



Crecimiento tumoral. Simulación.

𝜕𝑐𝜕𝑡 = 𝛻 ∙ 𝐷 Ԧ𝑟 𝛻𝑐 + 𝜌𝑐
Virtual brain tumours (gliomas) enhance the reality of medical imaging and highlight inadequacies of

current therapy, K.R. Swanson, E.C. Alvord Jr., J.D. Murray, British Journal of Cancer 86, 14–18 (2002).



Continuous growth of mean tumor diameter in a subset of Grade II gliomas, E. Mandonnet, J.-Y.

Delattre, M.-L. Tanguy, K.R. Swanson, A.F. Carpentier, H. Duffau, P. Cornu, R. Van Effenterre, E.C. Alvord,

Jr., L. Capelle, Ann Neurol 53, 524–528 (2003).

0.00113 𝑐𝑚𝑑í𝑎 , 3.8 − 4.4 𝑚𝑚𝑎ñ𝑜

Crecimiento tumoral. Simulación.
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Materia Gris, 𝐷𝑔 = 0.002 𝑚𝑚2𝑑í𝑎
Brainweb : On line interface to a 3d mri simulated brain database, C. Cocosco, V. Kollokian, R. Kwan, and A. Evans, in Neuroimage,

Proceedings of the Third International Conference on the Funtional Mapping of the Human Brain, volume 5, Copenhagen, 1997.

Crecimiento tumoral. Simulación.
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Materia Blanca, 𝐷𝑔 = 0.010 𝑚𝑚2𝑑í𝑎

Brainweb : On line interface to a 3d mri simulated brain database, C. Cocosco, V. Kollokian, R. Kwan, and A. Evans, in Neuroimage,

Proceedings of the Third International Conference on the Funtional Mapping of the Human Brain, volume 5, Copenhagen, 1997.

Crecimiento tumoral. Simulación.



Crecimiento tumoral. Simulación.



𝜕𝑐𝜕𝑡 = 𝛻 ∙ 𝐷 Ԧ𝑟 𝛻𝑐 + 𝜌𝑐 1 − 𝑐𝑐𝑚
Parámetros Valor Referencia 

m
c  35

/10 mmcélulas  Jbabdi et al. 2005 

bajo
  13

102.1
−− dias  Swanson 1999 

alto
  12

102.1
−− dias  Swanson 1999 

g
D  díamm /100.2

23−  Tracqui et al. 1995 

w
D  díamm /10

22−
 Tracqui et al. 1995 

0
c  3

/200 mmcélulas  Jbabdi et al. 2005 

 

Crecimiento tumoral. Simulación.



0.413

Crecimiento tumoral. Simulación.



0.718

Crecimiento tumoral. Simulación.



0.445

Crecimiento tumoral. Simulación.



0.965

Crecimiento tumoral. Simulación.



Crecimiento tumoral. Simulación.

0.0024 0.0036 0.0048 0.0060

20 15 13 11

ρ



0.0024 0.0036 0.0048 0.0060ρ

Crecimiento tumoral. Simulación.



Comportamiento 

maligno

Comportamiento 

benigno

Crecimiento tumoral. Simulación.



Multifractales

La probabilidad escala con el tamaño de la caja cómo𝑝𝑖 𝑙 ∝ 𝑙𝛼𝑖
donde 𝛼𝑖 es la fuerza de singularidad (“singularity strength”). El número 
de elementos en un rango pequeño 𝛼 y 𝛼 + 𝑑𝛼, escala cómo𝑁𝑙 𝛼 ~𝑙−𝑓 𝛼
El espectro de singularidad se define cómo

𝑓 𝛼 = lim𝜖→0 lim𝑙→0 𝑙𝑛 𝑁𝑙 𝛼 + 𝜖 − 𝑁𝑙 𝛼 − 𝜖𝑙𝑛 1𝑙



Multifractales

𝑍𝑞 𝜖 = ෍𝑗 𝜇 𝐶𝑗 𝜖 𝑞 : 𝐹𝑢𝑛𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑒 𝑃𝑎𝑟𝑡𝑖𝑐𝑖ó𝑛
lim 𝜖 → 0, 𝑍𝑞 𝜖 ~𝜖𝜏 𝑞

𝐷𝑞 = 𝜏 𝑞𝑞 − 1 : 𝐸𝑥𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝑒𝑠𝑐𝑎𝑙𝑎𝑚𝑖𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑒𝑙 𝑚𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑞



Dimensiones generalizadas de Rényi, 𝐷𝑞
𝐷𝑞 = lim𝜖→0 11 − 𝑞 𝑙𝑛 σ𝑗 𝜇 𝐶𝑗 𝑞

𝑙𝑛 1𝜖𝐷0: 𝐷𝑖𝑚𝑒𝑛𝑠𝑖ó𝑛 𝑑𝑒 𝐶𝑎𝑝𝑎𝑐𝑖𝑑𝑎𝑑
𝐷1 = −lim𝜖→0 σ𝑗 𝜇 𝐶𝑗 𝑙𝑛 𝜇 𝐶𝑗𝑙𝑛 1𝜖 : 𝐷𝑖𝑚𝑒𝑛𝑠𝑖ó𝑛 𝑑𝑒 𝐼𝑛𝑓𝑜𝑟𝑚𝑎𝑐𝑖ó𝑛

𝐷2 = lim𝜖→0 𝑙𝑛 𝑆 𝜖𝑙𝑛𝜖 = lim𝜖→0 𝑙𝑛 σ𝑖≠𝑗 𝑢 𝜖 − 𝑥𝑖 − 𝑥𝑗𝑙𝑛𝜖 : 𝐷𝑖𝑚𝑒𝑛𝑠𝑖ó𝑛 𝑑𝑒 𝐶𝑜𝑟𝑟𝑒𝑙𝑎𝑐𝑖ó𝑛



Dimensiones generalizadas de Rényi, 𝐷𝑞
Suponiendo que la distribución de 𝛼 viene dada por 𝜌 𝛼 𝜖−𝑓 𝛼

𝑍𝑞 𝜖 ≅ න 𝜌 𝛼 𝜖𝑞𝛼−𝑓 𝛼 𝑑𝛼
lim 𝜖 → 0, 𝑍𝑞 𝜖 ~𝜖min 𝑞𝛼−𝑓 𝛼

𝜏 𝑞 = min𝛼 𝑞𝛼 − 𝑓 𝛼 ⇒𝑑𝑑𝛼 ቚ𝑞𝛼 − 𝑓 𝛼 𝛼=𝛼 𝑞 = 0, 𝑑2𝑑𝛼2 ቚ𝑞𝛼 − 𝑓 𝛼 𝛼=𝛼 𝑞 > 0
𝜏 𝑞 = 𝑞𝛼 − 𝑓 𝛼 , 𝑑𝑓𝑑𝛼 = 𝑞, 𝑑2𝑓𝑑𝛼2 < 0



Dimensiones generalizadas de Rényi, 𝐷𝑞



Dimensiones generalizadas de Rényi, 𝐷𝑞
Dado que 𝜏 𝑞 = min𝛼 𝑞𝛼 − 𝑓 𝛼
Es decir, 𝜏 𝑞 es la Transformada de Legendre de 𝑓 𝛼 , entonces𝑓 𝛼 = min𝑞 𝑞𝛼 − 𝜏 𝑞
De manera que podemos explotar esta propiedad para obtener tanto la

distribución de 𝜏 𝑞 , como la distribución de los exponentes de singularidad𝑓 𝛼



Método de los momentos. Series temporales.

𝑍𝑞 𝜖 = ෍𝑗
𝑛𝑗 𝜖𝑁 𝑞 𝜏 𝑞 = lim𝜖→0 𝑙𝑛 𝑍𝑞 𝜖𝑙𝑛 𝜖 𝑓 𝛼 = min𝑞 𝑞𝛼 − 𝜏 𝑞



Análisis de fluctuaciones sin tendencia. Detrended Fluctuation Analysis

𝑌 𝑖 = ෍𝑘=1
𝑖 𝑥𝑘 − 𝑥  𝑖 = 1, ⋯ , 𝑁

𝑁𝑠 ≡ 𝑖𝑛𝑡 𝑁𝑠𝐹2 𝑠, 𝑣 ≡ 1𝑠 ෍𝑖=1
𝑠 𝑌 𝑣 − 1 𝑠 + 𝑖 − 𝑦𝑣 𝑖 2 𝑣 = 1, ⋯ , 𝑁𝑠

𝐹2 𝑠, 𝑣 ≡ 1𝑠 ෍𝑖=1
𝑠 𝑌 𝑁 − 𝑣 − 𝑁𝑠 𝑠 + 𝑖 − 𝑦𝑣 𝑖 2 𝑣 = 𝑁𝑠 + 1, ⋯ , 2𝑁𝑠

𝐹𝑞 𝑠 ≡ 12𝑁𝑠 ෍𝑣=1
2𝑁𝑠 𝐹2 𝑠, 𝑣 𝑞2

1𝑞  para 𝑠 grande, 𝐹𝑞 𝑠 ~𝑠ℎ 𝑞

1

2

3

4



Análisis Multifractal (MFA)

𝑌 𝑖 = ෍𝑘=1
𝑖 𝑥𝑘 − 𝑥  𝑖 = 1, ⋯ , 𝑁

𝑁𝑠 ≡ 𝑖𝑛𝑡 𝑁𝑠
1

2 𝐹𝐹𝐴2 ≡ 𝑌 𝑣𝑠 − 𝑌 𝑣 − 1 𝑠 2
3

12𝑁𝑠 ෍𝑣=1
2𝑁𝑠 𝑌 𝑣𝑠 − 𝑌 𝑣 − 1 𝑠 𝑞 1𝑞 ~𝑠ℎ 𝑞4

෍𝑣=1
𝑁/𝑠 𝑌 𝑣𝑠 − 𝑌 𝑣 − 1 𝑠 𝑞 ~𝑠𝑞ℎ 𝑞 −1



Análisis Multifractal (MFA)

5 𝑝𝑠 𝜈 = ෍𝑘= 𝜈−1 𝑠+1
𝜈𝑠 𝑥𝑘 = 𝑌 𝑣𝑠 − 𝑌 𝑣 − 1 𝑠

6 𝑍𝑞 𝑠 = ෍𝜈=1
𝑁𝑠 𝑝𝑠 𝜈 𝑞  ~ 𝑠𝜏 𝑞  𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑠 𝑔𝑟𝑎𝑛𝑑𝑒

7 𝜏 𝑞 = 𝑞ℎ 𝑞 − 1
8 𝐷 𝑞 ≡ 𝜏 𝑞𝑞 − 1 = 𝑞ℎ 𝑞 − 1𝑞 − 1



Análisis Multifractal (MFA)



Análisis Multifractal (MFA)



Análisis Multifractal (MFA)



Series ordenadas



Análisis de la interfaz tumoral. Series ordenadas 1D



Análisis de la interfaz tumoral. Series ordenadas 1D



Método de los momentos. Varias dimensiones.

𝑍𝑞 𝜖 = ෍𝑗
𝑛𝑗 𝜖𝑁 𝑞 𝜏 𝑞 = lim𝜖→0 𝑙𝑛 𝑍𝑞 𝜖𝑙𝑛 𝜖 𝑓 𝛼 = min𝑞 𝑞𝛼 − 𝜏 𝑞

𝜖



R W C



R W C



R W C







Redes Complejas. Redes de visibilidad.



• RD: Random Deposition

• RDSR: Random Deposition with Surface Relaxation

• EW: Edwards-Wilkinson

• KPZ: Kardar-Parisi-Zang

• Eden

• MBE: Molecular Beam Epitaxy

Redes Complejas. Diversos modelos de crecimiento de la interfaz



𝑙𝑜𝑔 𝑃 𝑘
Redes Complejas. Redes de visibilidad.
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𝑙𝑜𝑔 𝑃 𝑘
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𝑙𝑜𝑔 𝑃 𝑘
Redes Complejas. Redes de visibilidad.
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𝑊𝑘 𝜙 = 1𝜙 ෍𝑘𝑖∈𝜙 𝑘𝑖 − 𝑘𝑖 2 12
Φ

𝑊𝑘~𝜙𝑎

Redes Complejas. Redes de visibilidad.



Redes Complejas. Redes de visibilidad.



Redes Complejas. Redes de visibilidad.



Redes Complejas. Redes de visibilidad.



Redes Complejas. Redes de visibilidad.



Redes Complejas. Tumores en cerebro.



-1.893 -1.450

Melanoma Nevus

Redes Complejas. Tumores en piel.



Leyes universales de escalamiento

𝑍 = 𝛼𝑉𝛽
Ley de Kleiber →𝛽 = 3/4
Efecto Warburg𝛽 > 1 ?



18F-FDG

Leyes universales de escalamiento



18F-FDG

Leyes universales de escalamiento



18F-FDG

Leyes universales de escalamiento



18F-FDG

𝑇𝐿𝐴 = ෍𝑣𝑖∈𝑉 𝑣𝑖 × 𝑆𝑈𝑉𝑖
𝑀𝑇𝑉 = ෍𝑣𝑖∈𝑉 𝑣𝑖

Leyes universales de escalamiento



Leyes universales de escalamiento



“Explosión del volumen”

𝐵 = 𝑎𝑉 + 𝑏 𝑑𝑉𝑑𝑡

West, G. B., Brown, J. H. & Enquist, B. J. A general model for 

ontogenetic growth. Nature 413, 628–631 (2001).

𝑑𝑉𝑑𝑡 ≈ 𝛼𝑉𝛽
𝛽 > 1𝑡𝑐𝑟𝑖𝑡 = 𝑡0 + 𝑉01−𝛽𝛼 𝛽 − 1



𝑑𝑉𝑑𝑡 = −𝛾𝑉 + 𝛼𝑉𝛽  →  𝑑𝑧𝑑𝑡 = 1 − 𝛽 𝛼 − 𝛾𝑧
𝑉 𝑡 = 𝛼 − 𝛼 − 𝛾𝑉01−𝛽 𝑒𝛾 𝛽−1 𝑡−𝑡0𝛾

11−𝛽
𝑧 𝑡 = 𝑉1−𝛽

𝑡𝑐𝑟𝑖𝑡 = 𝑡0 + 1𝛽 − 1 𝛾 𝑙𝑜𝑔 𝛼𝛼 − 𝛾𝑉01−𝛽

“Explosión del volumen”. Caso general.



Método de los modulos máximos de la transformada de ondícula (wavelet).

𝜓𝑎,𝑏 𝑡 = 1𝑎 𝜓 𝑡 − 𝑏𝑎
𝑥𝑎 𝑡 = නℝ 𝑊𝑇𝜓 𝑥 𝑎, 𝑏 ∙ 𝜓𝑎,𝑏 𝑡 𝑑𝑏

𝑊𝑇𝜓 𝑥 𝑎, 𝑏 = 𝑥, 𝜓𝑎,𝑏 = නℝ 𝑥 𝑡 𝜓𝑎,𝑏 𝑡 𝑑𝑡 = 1𝑎 නℝ 𝑥 𝑡 𝜓 𝑡 − 𝑏𝑎 𝑑𝑡



𝑍𝑞 𝑎 = න 𝑊𝑇𝜓 𝑥 𝑎, 𝑥 𝑞 𝑑𝑥
𝑍𝑞 𝑎 = ෍𝑙∈𝐿 𝑎 sup𝑥, ො𝑎 ∈𝑙 𝑊𝑇𝜓 𝑥 ො𝑎, 𝑥 𝑞

𝑍𝑞 𝑎 ~𝑎𝜏 𝑞

Método de los modulos máximos de la transformada de ondícula (wavelet).
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