
Caṕıtulo V : El método de la verosimilitud máxima

CAPITULO V

EL METODO DE LA VEROSIMILITUD MAXIMA



Estimación de parámetros: limitaciones

En las previas láminas describimos una lógica “intuitiva” o “caso a caso” de la estimación de parámetros.
Eso, por supuesto, no es generalizable (ni robusto) : de manera general, y más allá de los ejemplos sencillos

I los estimadores sencillos de los momentos de la función caracteŕıstica están sometidos a sesgos

I una descripción completa de la PDF require a priori un número infinito de momentos

Una descripción más general del problema es la siguiente :

I tenemos una muestra compuesta por N realizaciones independientes de variables aleatorias ~x

I suponemos que esas realizaciones resultan de muestrear una PDF n-paramétrica

P (~x; θ1, . . . , θn) ,

I suponemos también que la dependencia funcional de la PDF es conocida, y que solamente ignoramos los
valores numéricos de los parámetros

Fisher, 1921: el teorema de la verosimilitud máxima (maximum likelihood) es una herramienta poderosa para la
estimación de parámetros θ1, . . . , θn de nuestra PDF.



El teorema de verosimilitud máxima (I)

Definimos la función de verosimilitud L , evaluada sobre una muestra compuesta por N eventos :

L (θ1, . . . , θn) =
N∏
i=1

P (~xi; θ1, . . . , θn) .

Teorema : los valores θ̂1, . . . , θ̂n que maximizan la función L son estimadores de los parámetros θ1, . . . , θn de
nuestra PDF,

L
(
θ̂1, . . . , θ̂n

)
= max|θ {L (θ1, . . . , θn)} ,

con varianzas σ̂θ que se extraen a partir de la matriz de covarianza de L alrededor de su máximo.
En palabras intuitivas: para una muestra dada, el MLE corresponde a los valores que maximizan la probabilidad
de realizar esa muestra !
No es un pleonasmo : la función L debe satisfacer ciertas condiciones:

I ser derivable al menos dos veces con respecto a los parámetros θ1, . . . , θn,

I ser (asintóticalmente) no sesgada y eficiente (condición llamada “Cramer-Rao bound”),

I seguir una distribución (asintóticamente) multi-normal,

f
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)
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1
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ij
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El teorema de verosimilitud máxima (II)

I seguir una distribución (asintóticamente) multi-normal,

f
(
~̂θ, ~θ,Σ

)
=

1
√

2π |Σ|
exp

{
−

1

2

(
~̂θi − ~θi

)
Σ−1
ij

(
~̂θj − ~θj

)}
.

donde la matriz de covarianza Σ es

Σ−1
ij = −E

[
∂2L
∂θi∂θj

]
.

Al alejarnos del máximo, el valor de la función L disminuye, a una tasa que depende de los elementos de la
matriz de covarianza :

−2∆ lnL = −2
[
lnL(~θ)− lnL(~̂θ)

]
=
∑
i,j

(
θi − θ̂i

)
Σ−1
ij

(
θi − θ̂j

)
.

En otras palabras: la matriz de covarianza define mapas de contorno alrededor de su máximo, que corresponden
a intervalos de confianza.
En el caso de una L con un parámetro único L(θ), el intervalo contenido dentro de −2∆ lnL < 1 alrededor de

θ̂ define un intervalo de confianza a 68 % que corresponde a un rango −∆θ ≤ θ − θ̂ ≤ ∆θ alrededor del punto
máximo.
Por ello el resultado de MLE se escribe a menudo como

(
θ̂ ± ∆̂θ

)
.



El teorema de verosimilitud máxima (III)
En el caso de una L con un parámetro único L(θ), el intervalo contenido dentro de −2∆ lnL < 1 alrededor de

θ̂ define un intervalo de confianza a 68 % que corresponde a un rango −∆θ ≤ θ − θ̂ ≤ ∆θ alrededor del punto
máximo.
Por ello el resultado de MLE se escribe a menudo como

(
θ̂ ± ∆̂θ

)
.

(y de la misma manera, el intervalo −2∆ lnL < 4 define un intervalo de confianza a 95 % corresponde a un

rango −2∆θ ≤ θ − θ̂ ≤ 2∆θ, etc...)



Ejemplo de estimación por verosimilitud máxima (I) : la Gaussiana

Una muestra compuesta por N realizaciones de una única variable aleatoria x, que suponemos sigue una
distribución Gaussiana de media µ y anchura σ. El teorema MLE nos permite estimar los parámetros aśı:

L(µ, σ) =
N∏
i=1

PGaus(xi;µ, σ) ;− lnL = N lnσ +
N∑

i=1

(xi − µ)2

2σ2
(+constante).

Los estimadores µ̂ y σ̂ son los ceros de las primeras derivadas de − lnL con respecto a µ y σ :

∂

∂µ
(− lnL)

∣∣∣∣
µ̂,σ̂

= 0 −→ µ̂ =
1

N

N∑
i=1

xi .

∂

∂σ
(− lnL)

∣∣∣∣
σ̂,µ̂

= 0 −→ σ̂2 =
1

N

N∑
i=1

(xi − µ)2 .

Las segundas derivadas nos dan los elementos de la matriz de covarianza:

∂2

∂µ2
(− lnL)

∣∣∣∣
µ̂,σ̂

=
N

σ̂2
−→ Σµµ = σ̂2

N
−→ ∆̂µ =

σ̂
√
N

,

∂2

∂σ2
(− lnL)

∣∣∣∣
µ̂,σ̂

=
2N

σ̂2
−→ Σσσ = σ̂2

2N
−→ ∆̂σ =

σ̂
√

2N
,

(y los términos no diagonales de la covarianza son ambos cero).

El MLE extrae de manera formal y robusta los parámetros y errores (µ̂± ∆̂µ) y (σ̂ ± ∆̂σ) de una Gaussiana.



Ejemplo de estimación por verosimilitud máxima (II) : la exponencial

Una muestra compuesta por N realizaciones de una única variable aleatoria x, que suponemos sigue una
distribución exponencial con parámetro de forma ξ. El teorema MLE nos permite estimar ese parámetro xi
anaĺıticamente, al menos para el caso en que la variable x cubre el rango [0; +∞].

L(ξ) =
N∏
i=1

Pexponential (xi; ξ) =
N∏
i=1

1

ξ
e−xi/ξ .

De manera análoga al ejemplo anterior, determinamos el NLL :

− lnL = N ln ξ −
1

ξ

N∑
i=1

xi ,

y evaluamos sus primera y segunda derivadas para el valor ξ̂ que anula la primera derivada :

∂

∂ξ
(− lnL)

∣∣∣∣
ξ̂

= 0 −→ ξ̂ =
1

N

N∑
i=1

xi ,

∂2

∂ξ2

∣∣∣∣
ξ̂

=
N

ξ̂2
−→ Σξξ =

ξ̂2

N
−→ ∆̂ξ =

ξ̂
√
N

.

Con lo que el MLE nos da en este caso también una solución anaĺıtica para la estimación del parámetro de
forma exponencial y su correspondiente error (ξ̂ ± ∆̂ξ).

Nota: en este caso como el anterior, los errores ∆̂ escalan como 1/
√
N . Esa es una propiedad muy general.



Un “ejemplo de juguete” (I)

I Generamos una realización aleatoria con N=1000 eventos
(“toy sample”) a partir de una PDF Gaussiana reducida, con
µ = 0, σ = 1.

I Evaluamos (el negativo del logaritmo de) la función de
verosimilitud para esa muestra, para diferentes valores de µ y
σ (“escaneamos” los parámetros de interés)

− lnL(µ, σ) = N lnσ +
N∑

i=1

(xi − µ)2

2σ2
.

I La forma de − lnL en función de µ (para σ fijo)
sigue un perfil parabólico, y el ḿınimo coincide con
el promedio emṕırico

I Por inspección alrededor del ḿınimo, se observa
que el NLL aumenta en 0,5 unidades para
∆x ∼ ±0,03, que corresponde aproximadamente a
σ/
√
N para N = 1000

I La lámina siguiente muestra el gráfico del escaneo
en 2D de µ y σ



Un “ejemplo de juguete” (II)

I El perfil bidimensional de − lnL es el de un
paraboloide, con semi-ejes diferentes y ortogonales

I El ḿınimo coincide con la posición del promedio y
el RMS emṕıricos

I El semi-eje a lo largo de σ es más estrecho que el
de µ, como se espera de la relación 1/

√
2N vs.

1/
√
N

Para otras realizaciones aleatorias independientes, la
posición y la anchura de los ḿınimos cambia :



Un “ejemplo de juguete” (III)

Si realizamos el mismo estudio sobre un ensamble de muestras generadas
con la misma PDF (aqúı N=1000, µ = 0, σ = 1) obtenemos los
resultados siguientes :

I los ḿınimos de µ̂ fluctúan alrededor de su valor verdadero µ = 0
con una dispersión de ±3,1 %, que corresponde a σ/

√
N

I los ḿınimos de σ̂ fluctúan alrededor de su valor verdadero σ = 1
con una dispersión de ±2,3 %, que corresponde a σ/

√
2N

I los intervalos con −∆ lnL < 0,5 alrededor del ḿınimo corresponden
bien a las regiones que cubren 68,3 % de la dispersión

I el teorema MLE nos da una definición rigurosa y precisa de la
incertidumbre estad́ıstica

La distribución del − lnL no siempre sigue
una forma precisa (aqúı parece bastante
Gaussiana) pero permite hacer una
estimación del “goddness-of-fit” :

I si el − lnL observado en una muestra
se aleja significativamente del intervalo
cubierto en un “estudio de juguete”, la
calidad del modelo es sospechosa...



Otro “ejemplo de juguete” (I)

Consideremos ahora una Gaussiana bifurcada, PDF con tres parámetros : µ, σL y σR. Los ḿınimos del − logL
no son del todo parabólicos, y hay correlaciones importantes entre los parámetros.



Otro “ejemplo de juguete” (II)

Los parámetros de la PDF son ellos mismos variables aleatorias:

I si efectuamos otras realizaciones aleatorias a partir de la misma PDF, obtendremos valores diferentes de los
parámetros

I y éstos se distribuirán siguiendo la matriz de covariancia de los parámetros (y por tanto tomando en cuenta
las correlaciones)

Correlación entre µ y σL : +79 % Correlación entre µ y σR : -59 % Correlación entre σL y σR : +19 %
Nota: se trata por supuesto de una PDF en 3 dimensiones: por eso se muestra 3 proyecciones bidimensionales.



Situaciones más generales: algoritmos de minimización

Los ejemplos de juguete discutidos previamente son casos sencillos, con 2 o 3 parámetros, y pudimos explorar el
espacio bi- o tri-dimensional con bucles sencillas.
En situaciones más generales, el número de parámetros puede ser significativamente superior, aśı que la
aproximación de “escanear” los parámetros para identificar el ḿınimo del − logL no es eficaz (y se vuelve
rápidamente imposible).
Por ello se utilizan algoritmos de minimización numérica, que optimizan la búsqueda del ḿınimo de una función.
El proceso se llama ajuste numérico o “fit”. El algoritmo más usado en altas enerǵıas es MINUIT diseñado en el
CERN en los años 1970. MINUIT está implementado en ROOT, en la clase TMinuit.



Diferencia entre un fit NLL y un fit de χ2

Muchos paquetes y programas contienen algoritmos de minimización más sencillos, del tipo “ḿınimos
cuadrados” o χ2. Estos difieren de un ajuste de verosimilitud máxima: aqúı la muestra se compone de un
conjunto de n puntos yi con sus incertidumbres σi, y la función a minimizar es:

χ2(θ) =
n∑
i=1

(
yi − f(xi; θ)

σi

)2

,

donde f(x; θ) es la función que pretende describir una dependencia funcional y = f(x). La minimización del χ2

provee los valores θ̂ estimados por el ajuste.
El conjunto de puntos puede provenir de medidas individuales, o ser una reducción por histogrameo de una
muestra completa: en el ejemplo aquó se tiene una muestra compuesta de 4000 valores de una variable aleatoria
x, histogrameada con 100 bines de anchura δx = 0,1 en el intervalo −5 ≤ x ≤ +5. El equivalente a yi es el
número de eventos con valores contenidos en el bin i, y la incertidumbre asociada es σi =

√
(yi).

El ajuste de este histograma a una función Gaussiana
nos da µ = (0,008± 0,016) y σ = (1,007± 0,011).
Nota: si se hubiera usado otro “binning” el resultado
puede ser un poco diferente!
Nota: en cambio, el ajuste por verosimilitud máxima a
esta misma muestra nos dará exactamente los
resultados teóricos: la media emṕırica y el RMS
emṕırico, con sus incertidumbres RMS/

√
n y

RMS/
√

2n.



Los intervalos de confianza de Gfitter
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Ejemplos de funciones de verosimilitud complicadas
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Un elemento importante del programa cient́ıfico del
experimento BABAR (y en general, de la f́ısica de
sabores): la medida del ángulo α de la matriz CKM:
α 6= 0 −→ violación de la simetŕıa CP.
Problema : el observable f́ısico es la asimetŕıa
dependiente del tiempo B0/B

0 → π+π−, que es una
función de sin 2(α− δ): ambigüedad octuple.

Situación más complicada: el perfil de interferencias
entre las amplitudes de decaimiento

B0/B
0 → K+π−π0;

I ambigúedades múltiples, sin forma anaĺıtica
precisa...

I numerosas amplitudes resonantes intermedias:
K?±π∓, K?0π0, ρ±π∓, varios estados excitados

K?, ρ, otras resonancias... todo para B0 y para B
0

I la función de verosimilitud conteńıa unos 60
parámetros de interés: amplitudes y fases...



Ejemplos de funciones de verosimilitud complicadas



El paquete RooFit

I Desarrollado a partir del 2005 en el experimento BABAR

I Viene incluido en ROOT desde Root4

I Utilizado en muchos análisis experimentales de altas enerǵıas
I Ventajas :

I Minimización por MINUIT
I Normalización automática de las PDFs, anaĺıtica si la conoce, numérica de lo contrario
I Numerosas clases y ejemplos

I Inconvenientes :
I Documentación parcial y no actualizada
I Normalización automática de las PDFs...



MLE en situaciones más elaboradas (I)

En un escenario t́ıpico, un proceso aleatorio puede tener contribuciones de origen diferente.
Para ser espećıficos, consideremos que los eventos que componen la muestra provienen de dos “especies”,
llamadas de manera genérica “señal” y “fondo” (la generalización a más de dos especies es sencilla).
Cada especie se realiza a partir de su propia densidad de probabilidad.
Si los rangos de las variables aleatorias no son totalmente disyuntos, es imposible saber evento a evento a cuál
de las especies pertenece. Pero el MLE permite efectuar una separación estad́ıstica: la PDF subjacente es a
combinación de mas PDFs de señal y fondo,

L
(
fsig, θ; ~x

)
=

N∏
i=1

[
fsigPsig(~x; θ) + (1− fsig)Pbkg(~x; θ)

]
,

donde Psig y Pbkg son las PDFs de señal y fondo, respectivamente, y la fracción de señal fsig es el parámetro
que cuantifica la pureza de la muestra : 0 ≤ fsig ≤ 1.

Ejemplo inspirado de la búsqueda del bosón de Higgs en el canal difotón :
Con ROOT instalado, la macro H yy.cc debe correr sin problema, haciendo
prompt> root -l H yy.cc



MLE en situaciones más elaboradas (II)

Figuras tomadas de M. Aaboud etal, the ATLAS Collaboration, Phys.Lett.B 784 (2018) 345-366

La figura que representa −2∆(lnL) en función de mH ilustra claramente la interpretación del MLE en términos
de intervalos de confianza:

I el rango de mH que corresponde a −2∆(lnL) < 1, “un sigma”, cubre 68 % de los resultados que se
obtendŕıan repitiendo el experimento ATLAS numerosas veces;

I idem para el rango de mH correspondiendo a −2∆(lnL) < 4, 9, · · · (“dos sigma”, “tres sigma”, etc...)



MLE en situaciones más elaboradas (III)

En experimentos de conteo de eventos, el número de eventos observados puede ser un parámetro de interés.
Para el caso de una especie única, esto corresponde a “extender” la verosimilitud,

L (λ, θ; ~x) =
λNe−λ

N !

N∏
i=1

P (~xi; θ) .

dónde el término multiplicativo adicional, corresponde a la distribución de Poisson (el término N ! en el
denominador es irrelevante; es un factor global sin impacto sobre la forma de la verosimilitud)

Es fácil verificar que la verosimilitud es máxima cuand λ̂ = N , tal como se espera; ahora, si algunas de las PDFs
dependen también de λ, el valor λ̂ que maximiza L puede diferir.
La generalización a más de una especie es sencilla; para cada especie, un término multiplicativo de Poisson se
incluye en la verosimilitud extendida, y las PDFs de cada especie son ponderadas por su fracción relativa de
eventos.
Para el caso de dos especies, la versión extendida de la verosimilitud es

L
(
Nsig, Nbkgθ; ~x

)
= (Nsig +Nbkg)Ne−(Nsig+Nbkg)

N∏
i=1

[
NsigPsig(~x; θ) +NbkgPbkg(~x; θ)

]
.



Estimar eficiencias a partir de ajustes MLE

Consideremos de nuevo el caso de un proceso aleatorio con dos resultados posibles: “yes” y “no”. El estimador
intuitivo de la eficiencia ε es el cociente entre el número de realizaciones de cada tipo, nyes y nno, y su varianza
V [ε̂] viene dada por :

ε̂ =
nyes

nyes + nno
, V [ε̂] =

ε̂(1− ε̂)
n

,

donde n = nyes + nno es el número total de realizaciones. (ejercicio: reproducir este resultado)
Este estimador ingenuo ε̂ claramente falla para pequños valores de n, y en las situaciones de gran (in-)eficiencia.
La técnica del MLE provee una solución robusta para la estimación de eficiencias: si la muestra contiene una
variable x sensible a la eficiencia (es decir ε(x)), que sigue la PDF P (x; θ), entonces la inclusión de una nueva
variable aleatoria discreta y bivariada c = {yes, no}, nos da un modelo más elaborado:

P (x, c; θ) = δ(c− yes)ε(x, θ) + δ(c− no) [1− ε(x, θ)] .

I la función ε(x) ha sido correctamente normalizada, para ser
también una PDF

I la eficiencia ya no es un valor único, sino una función de x

I (y de otros parámetros θ que sean necesarios para caracterizar
su forma)

($ROOTSYS/tutorials/roofit/rf701 efficiencyfit.C)
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Sobre el fondo efectivo

De manera general, la zona que contiene la señal también está contaminada por fondo(s). El impacto de esos
fondos se traduce en una dilución o disminución de la precisión en la medida de los parámetros de interés.
Ejercicio : Consideremos un escenario compuesto por dos especies: una señal, distribuida de manera uniforme en
un intervalo ∆(sig), y un fondo distribuido de manera uniforme en un intervalo ∆(bkg) más amplio que cubre
ambos lados del intervalo de señal (“sidebands”).

I Generar una realización aleatoria, eligiendo valores particulares
de los intervalos ∆(sig) y ∆(bkg), y del número de eventos de
señal y fondo Nsig y Nbkg.

I El parámetro de interés es el número de eventos de señal Nsig.

Estimar su valor y error N̂s ± σ̂s por verosimilitud máxima.

I Si el fondo fuera nulo, se tendŕıa σ̂s =
√
Ns.

I Definir el “fondo efectivo” como el causante del aumento en
el error, σ̂s =

√
Ns +Neff

bkg.

I Comparar Neff
bkg al fondo “debajo” de la señal, Nbelow

bkg .

I Repitiendo el ejercicio para diferentes valores de Nsig, verificar
que el fondo efectivo es siempre el mismo.

I Repitiendo el ejercicio para varios valores crecientes de
∆(bkg), verificar que el fondo efectivo tiende a Nbelow

bkg .

I Interpretar.

Ejercicio: Para una señal Gaussiana, realizar
un ejercicio similar, con dos parámetros de
interés adicionales: la posición del pico y su
anchura.



Categorización

En ocasiones, la muestra de análisis puede descomponerse en dos o más submuestras (“categoŕıas”), cada una
de ellas con sus propias PDFs y purezas.
Cuando las caracteŕısticas de cada especie son razonablemente diferentes, puede ser de interés descomponer la
función de verosimilitud de tal manera que cada categoŕıa utilice sus propias PDFs y purezas. El resultado
combinado sobre un parámetro común de interés tendrá una significación superior a la que se obtendŕıa de un
análisis “inclusivo”, es decir usando PDFs y purezas promedio sobre la muestra completa.
Ejemplo sencillo (y ejercicio): supongamos que la muestra H → γγ se descompone en dos categoŕıas: una

“limpia” con excelente cociente señal/fondo, y una “sucia” en la que el fondo es ampliamente dominante. Si el
parámetro de interés es la masa del Higgs, la ventaja de realizar un análisis en categoŕıas puede ser significativo.

Aqúı las dos categoŕıas difieren en el
cociente señal/fondo, grande para la
“limpia”, y pequeño para la “sucia”. Otra
posibilidad es aprovechar diferencias en
resolución.

Error en el análisis inclusivo: σ(mH) = ±2,25 %
Errores en las categoŕıas sucia y limpia : ±3,70 % y ±1,85 %, respectivamente.
Error en la combinación de ambas categoŕıas: ±1,72 % ! Equivale a aumentar en 70 % la estad́ıstica inclusiva !



El uso de categoŕıas en el análisis H → γγ

ATLAS separa su muestra de candidatos difotón en 31 categoŕıas, definidas en función de varios criterios: el
modo de producción del Higgs, diferencias en la resolución experimental en masa, diferencias en la pureza.

En el 2012, la categorización fue crucial para alcanzar los 5 σ de significancia en la observación del Higgs...


