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Solucion x(t)=((x(t), y(t), z(t)) en espacio de fase

atractor “extrano”
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Atractor “extrafo” posee geometria fractal
(estructuras recurrentes bajo cambio de escala).
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Separacion exponencial de las trayectorias
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Distintas condiciones iniciales se separan
y recorren el atractor en forma diferente.

Separacidn crece exponencialmente:

x(1) +8(1)
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hasta alcanzar el tamafio del atractor.

Separacién varia en el tiempo.

En promedio para tiempos largos,
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Expansion y plegamiento
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Atractor de Lorenz

@ Ensemble (conjunto) de condiciones iniciales

Imagenes de la evolucion
de trayectorias sobre el
atractor para distintos tiempos

Ademas de separacion de trayectorias, ocurre plegamiento;
trayectorias se distribuyen sobre el atractor formando lineas y
estructuras a escalas cada vez mas pequefas, sin interseccion.
— estructura fractal.




Sistemas dinamicos con tiempo discreto: mapas

Mapas o funciones iterativas son sistemas dinamicos deterministas:

Xn+1 = f(xn, 1) n=0,12... I' = parametro

X, f ER

— estados continuos, una variable.

Secuencia de iterados para un valor r fijo: evolucién con tiempo discreto.

Dado X, : —> X, = X, = X, =+ —=>x, = fM(x,)

Mapas aparecen en muchos contextos:

i) Series de datos experimentales en el tiempo.

ii) Integracion numérica: ax(t) _ g(x(t))

dt
x(t+At)—x(t) _

o = g(x(t)) » asumir ¢t =nAt, n=1,23,...

- x[(n+ 1At] = g(x(nAt)At + x(nAt) - xp401= f ()

iii) Seccidn de Poincaré en espacio de fase de sistemas con estados continuos:

intersection of trajectory x(t)

phase space with a surface section

in phase space

X(4), x(t,), x(t3), ..., x(t,,)

Serie temporal:

Ejemplo:

mapa logistico

(modelo de crecimiento
de poblacion con
recursos limitados).

X, =F(x)=rx (1-X,)

xn, €10,1]

Condiciones iniciales
rojo y azul diferentes

Caos: evolucion irregular,
extremadamente sensible

a pequefios cambios en
condiciones iniciales rojo y azul
— falta de prediccion.
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<> Dependencia de parametros: diagrama de bifurcacion
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Diagramas de bifurcacion: ejemplos

Bifurcacion: cambio de comportamiento dinamico al variar parametros. 1.0

mapa logistico 0.8

X, =f(X)=rx (1-x,) X, € [0,1]
0.6

Secuencia de duplicacion de 6rbitas periddicas: 1,2,22, 23, 2% parar < 3.569 ... X
n
0.4
Caos y ventanas de periodicidad para r >3.569...
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mapa logaritmico (singular)

- xn+1:f(xn):b+ln|xn| XnE]R

caos “robusto” (no ventanas periddicas) en intervalo finito b € [-1,1]

8 b b o os ! " Caos requiere f no lineal: condicion necesaria, pero no suficiente.



X ., = f(X,,r) mapa unidimensional, r : pardmetro

Suponer separacion exponencial, n grande: E, oc e

X 2% =T(X%)=>X=1(x)>X=1()>—>X = f(n)(xo)
- : A . exponente de Lyapunov
Orbita o secuencia: Xy, X, X,,X;..., X
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A <0 orbita estable, periodica
A >0 Orbita inestable, caotica
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g
- Exponente de Lyapunov depende de parametro r
df " (x f(x
limE, ‘ (%) :‘d (%) df(x) df(x)
e0 dx dx dx dx dx En la practica, tomar x, después de m transitorios,

n suficientemente grande
E, <1 estable, E, >1 inestable



Calculo del exponente de Lyapunov: ejemplos
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1) Exponente de Lyapunov en funcion de r: mapa logistico f(x,)=rx,(1—Xx,)

2) Aen funcion de b mapa f(x,)=b+In|x|

o1
A(r)zlmﬁglnﬁ (x;, 1) fl(Xn):ﬁ
f(x,)=r(-2x,) A(r) = m%Zln|r(l—2xi)| "
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Para r >r_=3.56...= A(r) >0 caos,

"ventanas" periddicas A(r) <0 entre el caos A>0 para be[-11], caos robusto,
sin ventanas de periodicidad
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Caos y limite de prediccion: ejemplo

Exponente de Lyapunov mapa Limite de prediccion
Xp = T (%) =X, (L= X,) Xn € [0,1] Suponer separacién exponencial de trayectorias para n grande:
Ain
E,=E.e
Para r=4— A1=1In2 E, :separacion inicial

¢ En cuantas iteraciones n— E, = 1?7 (tamafio del espacio)

1, (E
n=—In| =%
A (EOJ

Supongamos E,=106:

n= 1 In 1_6 =6x|n10:17.3
In2 (10 In2

Prediccion imposible para n >17

— horizonte de prediccion
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