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Atractores extraños de sistemas cáoticos

Atractor “extraño” posee geometría fractal (estructuras recurrentes bajo cambio de escala).

Solución x(t)=((x(t), y(t), z(t)) en espacio de fase
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Separación exponencial de las trayectorias

Distintas condiciones iniciales se separan 

y recorren el atractor en forma diferente.

Atractor de Lorenz

Condiciones iniciales P1 ≈ P2   δ(0)=10-6

𝛿 𝑡 ∝ 𝑒𝜆𝑡

semilog graph δ(t) vs. t

log 𝛿 𝑡

Separación crece exponencialmente:

hasta alcanzar el tamaño del atractor.

Separación varía en el tiempo.

En promedio para tiempos largos,

separación aumenta:   λ > 0.

λ : 

Exponente de Lyapunov

λ > 0:    caótico.

λ < 0: periódico o punto fijo.

Exponente de Lyapunov.

1/λ : horizonte de predicción,

tiempo de predictibilidad 



Expansión y plegamiento

Ensemble (volumen) de condiciones iniciales

Imágenes de la evolución

de trayectorias sobre el

atractor para distintos tiempos 

Atractor de Lorenz

Además de separación de trayectorias, ocurre plegamiento; 

trayectorias se distribuyen sobre el atractor formando líneas y 

estructuras a escalas cada vez mas pequeñas, sin intersección.

(estructura geométrica fractal)

→ Predicción imposible después de cierto tiempo.



Sistemas dinámicos con tiempo discreto: mapas

1
1

n n n n
x f x rx x

+
= = −( ) ( )

Mapas o funciones iterativas son sistemas dinámicos deterministas:

0 1 2n = , , r = parámetro

Secuencia de iterados {x0,x1,x2,…} para un valor r fijo: evolución con tiempo discreto.

período dos

período cuatro

caos

Ejemplo: 

mapa logístico 

(modelo de crecimiento 

de población con 

recursos limitados).

𝑥𝑛+1 = 𝑓(𝑥𝑛, 𝑟)

Mapas aparecen en muchos contextos:

i) Series de datos experimentales en el tiempo.

ii) Integración numérica:

𝑥𝑛 ∈ [0,1]

Condiciones iniciales

rojo y azul diferentes

Caos: evolución irregular,

extremadamente sensible

a pequeños cambios ∆xo en 

condiciones iniciales rojo y azul

→ falta de predicción.

𝑥𝑛, 𝑓 ∈ ℝ →  estados continuos, una variable.

𝑥 𝑡+Δ𝑡 −𝑥(𝑡)

Δ𝑡
= 𝑔 𝑥 𝑡 → asumir 𝑡 = 𝑛Δ𝑡,   n=1,2,3,…

→ 𝑥 𝑛 + 1 Δ𝑡 = 𝑔(𝑥 𝑛Δ𝑡 Δ𝑡 + 𝑥 𝑛Δ𝑡 → 𝑥𝑛+1= 𝑓(𝑥𝑛)

iii) Sección de Poincaré en espacio de fase de sistemas con estados continuos:
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Dependencia de parámetros: diagrama de bifurcación

período dos

período cuatro

caos

punto fijo Comportamiento dinámico del sistema depende de parámetros.
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+
= = −( ) ( ) 𝑥𝑛 ∈ [0,1] r = parámetro

0 1 2 3 n
x x x x x→ → → → →:DadoSecuencia de iterados (órbita) para un valor r fijo: n grande

Diagrama de bifurcación:  gráfico de la órbita asintótica en función de r .

Algoritmo:

1.   Dado r, obtener órbita a partir de x0:

2. Descartar m puntos transitorios  → órbita asintótica para r:

3. Para sucesivos valores r, obtener 

4. Graficar                              vs.  r.   

𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, ⋯ , 𝑥𝑚, 𝑥𝑚+1, ⋯ , 𝑥𝑛

{𝑥𝑚+1, ⋯ , 𝑥𝑛}

{𝑥𝑚+1, ⋯ , 𝑥𝑛}

{𝑥𝑚+1, ⋯ , 𝑥𝑛}

r

xn
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n-m puntos para cada r.

r1 :  todos los puntos son iguales → punto fijo.

r2 :  periodo 3.  r3 :  period 4.    

r4 :  caos (puntos no se repiten).



Diagramas de bifurcación: ejemplos
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xn

mapa logístico

mapa logarítmico

1,2,22, 23, 24 para 𝑟 < 3.569…secuencia de órbitas periódicas:

Bifurcación: cambio de comportamiento dinámico al variar parámetro

caos y ventanas de periodicidad para r >3.569…

caos para b ϵ [-1,1]

𝑥𝑛+1 = 𝑏 + ln |𝑥𝑛|



Exponente de Lyapunov para mapas



Cálculo del exponente de Lyapunov: ejemplos



Caos y límite de predicción: ejemplo
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