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» Recodemos:
c=1, (1)

h=1. (2)

» Las componentes contravariantes de un vector se escriben de forma usual. La
componente 0 es la direccién temporal:

ot = (20, 21, 2%, 23). (3)

» La matriz g, y su inversa g*g,3 = d5:

1 0 0 0
0 -1 0 0
T
Gw=9"=10 0 -1 0 (4)
00 0 -1



» Definen las componentes covariantes y el producto invariante (Lorentz):
T, = g’ = (ZL‘O, —zt, =22, —x3). (5)
3
gurtas’ =atz, =z -2 = (2°)? - Z(azz)2 = (29)? — (@)% (6)
i=1
» Las matrices que cumplen AT gA = ¢ definen las transformaciones de Lorentz
A, Guv AV,B = Gap- (7)
(A7, = Ak (8)

» Para todos los vectores y objetos en tres dimensiones se usa la notacién de
sub-indices, flechas, negrillas. Por ejemplo, ¥, v, v;.



» Las matrices A transforman las A
componentes contravariantes y 0 du(@) = A7 A (A1)
covariantes para un par de observadores:
14 4 ‘
M = A‘u,jl‘ . (9) A Au(A-1a)
~ v
x//' = Au Ty. (10) 2
» Una transformacién de Lorentz en la 0
interpretacién activa cambia el sistema >
"y . 0 2 4
fisico y no al observador:
- _ Figura: La transformacién genera una nueva configuracién
Au(l') = ANVAV(A 1.%'). (11) véli%a de campos y fuentes.



» Las coordenadas son naturalmente contravariantes

xt (12)
» Las derivadas son covariantes 9
B = Oy (13)
» Se cumple
Oyt = 6. (14)
Oy xy = 0y (9upr”) = Guv- (15)
» Definimos los operadores
3
vi=>or (16)
i=1
O= 83 —-V%2=9,0". (17)



e Variables de Mandelstam

En un proceso (1) + (2) — (3) + (4)

s = (p1+p2)® = (p3+1pa)°, (18)
t=(p1—p3)” = (p2 — pa)*, (19)
u=(p1 —p1)® = (p2 — p3)*. (20)
Se cumple \
s—i—t—i—u:Zm?. (21)

=1



e Operador momento lineal

» En Mecanica Cuéntica:

E = idy. (22)
p=—-iV— —id;. (23)
» Ademas,
» Definimos
DPp =10, — (E,—D). (25)
[T, D;] = —igij- (26)



Ecuacion de Dirac




e Ecuacidon de Klein-Gordon

» Primer candidato a ecuacidn relativista:

(O+ m?)¢ = 0. (27)
» Es chévere:

» Tiene soluciones de ondas planas.
» Autovalores p,,.
» Particula de masa m.

» No es chévere:

> La base de soluciones tiene estados de energia negativa.
» La cantidad candidato a corriente de probabilidad no es definida positiva.

T =i(¢* ) — ¢9"). (28)
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@ Ecuaciéon de Dirac

» Podemos evitar el problema de las energias negativas usando una ecuacién
relativista de primer orden en todas las derivadas:

Ey = (@ p+ Bm)y. (29)

a; y B es un conjunto de operadores a determinar:

Son hermiticos. Conmutan con X, p y E.

1) es un objeto de varias dimensiones. Es un espinor de Dirac.

Satisfacen alguna condicién de invariancia/covariancia relativista especial.

Permiten soluciones de momentum definido y eliminan el problema de las soluciones
de energia negativa. densidad de probabilidad, etc.

vV vy vy

» Se definen A
P — (871, 7). (30)

{7} =AM AR =291 (31)
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» Matrices adjuntas
(7)1 = 0940, (32)
» Trazas
tr(y*) = tr(ay) = tr(8) =0 (33)

Por ejemplo,

tr(y%) = —tr((v")*") = —tr(v'7%9") = tr(v'4190) = —tr(4%).  (34)
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» La ecuacién queda

» Accién:

donde 1) (1) barra) es:

S = /d4$1Z(Z'}/M8,u - m)¢7

(37)

(38)
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e Densidad de probabilidad

» La densidad lagrangiana es invariante bajo cambios de fase global ¢y — e~%4).

» La corriente conservada define una carga escalar definida positiva.
Jy = GipyHap. (39)

T =l (40)
Ji =Tty (41)
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e Invariancia de Lorentz

> Seria chévere que haya invariancia Lorentz de la densidad lagrangiana y de la
ecuacion de Dirac.

> 1/}1& debe ser un escalar.
> y*1) debe ser un 4-vector.

» Se propone una forma para las transformaciones

D= Agtp = e 525y, (42)
B(a') = Ayp(A~1a). (43)

P(Az) = Mgy (). (44)
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e Operadores S

» Los operadores de transformacién deben satisfacer:

1;1 = ’yOAL'yO. (45)
(5°9)] = 05284, (46)
> Ademas,
(599,77 = =Py A, (47)
donde,
(Maﬁ)yp =1 (g“”éﬁ — 95”5ﬁ> . (48)

» Definimos )
aff — E a B
S _—4[7 ,'y]. (49)
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e Cantidades conservadas: Momento lineal

» Invariancia de traslaciones:

P(F) = (). (50)
Szt = ety Sep = = 0. (51)
» La corriente
Jt=-TF, €, (52)
definimos,
JE=—JHl, €. (53)
» Queda

JO =T =p, =¢1(@ D+ Bm,p)Y. (54)
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@ Cantidades conservadas: Momento angular

> Invariancia de rotaciones en un eje 6 = 60:

= Ay~ at — il (Ly)! 2" = ot 4 dpzt, (55)
(&) = Aytp(z) ~ ¥ — i0pSktp = ¥ + S, (56)
donde 1 1
(L), = §€kij(MU)“y§ Sy = §€kij5ij- (57)
» La corriente - ~
Jé‘ = IT"6g1p + ITH0g1p — TH, 092" . (58)

» La carga conservada queda

e =1 (Sk + (X X D)) (59)
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Soluciones a la ecuacién de Dirac




e Ondas planas

» Queremos buscar soluciones de momentum definido (particula libre):

bp(x) = up)e” . (60)
» La dnica condicidn es

(v*pu — m)u(p) = 0. (61)
» La solucién depende de las matrices v particulares.
» Estrategia popular: ir al sistema en reposo y hacer un boost a la solucién de

momentum p arbitrario.
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e Solucién en reposo

=,

» En el sistema en reposo p, = (£,0)

W(z) = u(E,0)e F" (62)
» La ecuacién de u:
(¥'pu = m)u(E,0) = (7' = m)u(E, 0) = 0. (63)
» Hay 4 soluciones independientes con valores £ = m (2 soluciones) y £ = —m (2
soluciones).

1 0 0 0

0 1 0 0
U2 = 0 ) 0 ;U3 4 = 1 ) 0 (64)

0 0 0 1
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@ Solucién general

u2(p) =

uz4(p) =

Pz —ipy
E+m

E+m

Pa Py

E—m

|
S
W

=
— O |

3

(66)
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