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1=1,2,...,N (tamafio del sistema)

k(1) = nimero de conexiones de nodo |
V;: conjunto de vecinos de i

x;(t) = variable de estado del nodo 1 en tiempo 't
(estados y/o tiempo pueden ser continuos o discretos)

Estado continuo, tiempo continuo — sistema (red) de ecuaciones diferenciales acopladas:

dX;
d_tl =f(x;(t)) + ¢ z g(Xi(t),X'(t)) £ = parametro de acoplamiento

jEVi

1 2 L
X = (Xi , Xi ,...,Xim) e R™, f(Xi) € R™ = dinamica local, g(x;(t),x;(t)) = funcion de acoplamiento
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Mapas o funciones iterativas son sistemas dinamicos deterministas:

Xn+1 = f(xXn, 1) n=0,12... I = parametro

X, f ER

— estados continuos

Secuencia de iterados para un valor r fijo: trayectoria con tiempo discreto.
Dado X, @ —> X, —> X, —=> X, =+ —=>x, = £ (xg)

Mapas aparecen en muchos contextos:

- Series de datos experimentales en el tiempo.

- Integracion numérica:

x(t + At) — x(t)

t = nAt
At n

(x(t)) - x[(n + 1)At] = g(x(nAt)At + x(nAt),

= Xni1= f(xn)

- Seccién de Poincaré en espacio de fase de sistemas con estados continuos:

intersection of trajectory x(t)

phase space with a surface section

in phase space

Time series:

{Rie), Rt), Xes), ., R

Sistemas dinamicos con tiempo discreto: mapas

Ejemplo:

mapa logistico

(modelo de crecimiento
de poblaciones con
recursos limitados).

X, =f(x)=rx (1-X.)

€ [0,1]

Condiciones iniciales
rojo y azul diferentes

Caos: evolucion irregular,
extremadamente sensible

a pequefos cambios en
condiciones iniciales rojo y azul
— falta de prediccion.

0.8
= 0.6
* 04
0.2
0.0

1.0
0.8
—= 0.6
*04
0.2
0.0

1.0
0.8
= 0.6
*04
0.2
0.0

1.0
0.8
z 0.6
*04
0.2

0.0

r=2. 6

0 5 1015202530
n
perlododos

A

=3 2

0] 5 10 15 20 25 30
n
Qeriqdo cuatro

i"!

r=3. 5

c 5 10 15 20 25 30
n

caos

l/

0 5 10 15 20 25 30
n




<> Dependencia de parametros: diagrama de bifurcacion

22 punto fijo Comportamiento dinamico del sistema depende de parametros.
= 0.6 /s
(= F _ _ — e
%04 X =F(x)=rx (1-x,) X, €[0,1] I' = parametro
0.2 . . L g . .
T Secuencia de iterados (Orbita) para un valor r fijo: X, = —=> X > X, > X3 —> - —> X N grande
"0 5 10 15 20 25 a0
n
1.0 —periodo dos Diagrama de bifurcacion: grafico de Orbitas asintéticas en funcion de r .
0.8
208 'v ‘. v ,'\/\/\N\NV\NV‘ Algoritmo:
*04
0.2 =32 1. Dado r, obtener orbita a partir de x,:  Xg, X1,X2,X3,***, Xy Xm+1, *"*» X
0.0 . .
0 5 10 15 20 2 2. Descartar m puntos transitorios — érbita asintética parar: {Xm+1, ") Xn}
n
10 : ____periodo cuatro .
; ] 3. Para sucesivos valores r, obtener {Xm+1, ", Xn}
0.8 *‘A/\
=06 fi :
Sl 4. Graficar {Xms1,",Xn} vs. T.
g-i =35
"0 5 10 15 20 25 20 N-M puntos para cada r.
n
1.0 i .Caof . r, : todos los puntos son iguales — punto fijo.
A * -
), ,' | ‘ .: \ ‘“n ‘
08 .‘": n.‘.'a CA . . . . periodo 3. r;: periodo 4.
> i | |
. [T o
5 J =40 / . .
o : ] % r r, : caos (puntos no se repiten regularmente,

0 5 10 15 20 25 30 Iy ry Iy Iy segmentos continuos).
n



Diagramas de bifurcacion: ejemplos

Bifurcacion: cambio de comportamiento dindmico al variar parametros. 1.0

mapa logistico | M l l

X . =f(x)=rx([1-x) 0.8~

_/v" |
Secuencia de duplicacion de 6rbitas periddicas: 1,2,22, 23, 2% parar < 3.5609 ... 0.6~ /’ ‘,' \‘
X |
— convergencia geométrica: constante de Feigenbaum. f 0.4 ‘ﬂ \
. | 4 | \
Caos y ventanas de periodicidad para r >3.569... | M“N

\
0.2- " \
0.0 | | - | \x

24 26 28 3.0 3'r2 34 36 338 .0
)
Xn mapa singular
¢ Xne1 = b — [xu|?
' caos “robusto” (no ventanas periddicas) en intervalo finito de b
1 |- .
3 SR S
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Red 1-dim, condiciones de contorno periédicas

K. Kaneko, Prog. Theor. Phys. 72, 480 (1984).

I. Waller, R. Kapral, Phys. Rev. A 30, 2047 (1984). snli=1 | ol | el D fralis2)
Ejemplo: mapalocal f(x,)=1—ax,? i=12...
() onda viajera, longitud onda 2 )
= a =147 OF
e=0.5

patrones espaciotemporales

asintoticos: o e —
-

Redes de mapas acoplados en una dimension

-1

X.(l.—l) I.(l‘) x.(f+l) x'(i+2)

i+1

Xne1 () = (1 = OF (%) +5 [FCxnli + D) + (ol = )]

estados en el tiempo discreto n

|

aplicar mapa local f a cada nodo i

|

estados en el tiempo discreto n+1

100, condiciones de contorno periédicas

turbulencia, caos espaciotemporal

) =171
e =04

b ke
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Redes de mapas acoplados en 2 dimensiones

Discretizacion del Laplaciano en 2 dimensiones: 00 N . i | GO
32 92 neighborhood: 1 neighborhood:
Viy = — + 4 neighbors —j : — 8 neighbors
oy?  dz? 1
x(i+1,7) +x(— 1)) + x@ij + 1) +x@ij — 1) — 4x(i, j) i
L

Redes de mapas acoplados
pueden representar ecuaciones
de reaccion-difusion discretas

en diversos sustratos no uniformes:

fractales, medios desordenados,
pOrosos, jerarquicos.
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Ejemplo: R. Kapral, Phys. Rev. A 31, 3868 (1985)

Xes1 (6 ) = f(xe (i, ) + Dxe(i + 1, ) + x,(i = 1,))
+x (6, + 1) + x,(6,j — 1) -4x,(i, )]

Dinamica local: mapa logistico

f(xe @) =7 xe (61 — x. (0, )]

Patrones espaciotemporales:

N=30x30
r=3.25, D=0.1
periodic boundary conditions in both directions.

Gray color code on interval [0,1]
white—0, black—1.
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matriz de
acoplamiento
0 adyacencia

0100
1 010
01 01
0 010
E 1= 0 51
0 0 01

O O =k OO bk

0 1 2,5
0 2

0 3 2.4

1 4 3,5.6
0 5 1,2, 4
0] 6 4

Evolution of system described by:

xi(t + 1)= f(x; () + ®(x;(8) |j € v)

f: describes local dynamics

i=1,.

o IN r=0,1273....

(D : function representing coupling or topology.

state x‘r.(i“) discrete — celular automata.

state x.(f) continuous — coupled maps

X,, if f continuous — X, (7) setof coupled

differential equations.

Dynamics of the system can be represented in vector form. Example: X(t + 1)= f(x{t)) + DMx(t)

.'r..Il (f}

State vector of
network at time t- | ()
2= =0
: x, (1)
xs5(1)

l Iﬁ{f)

Local dynamics:

f(x(t)) =

f(x,(8))
f(x2(t))
f(xs(t))
fxa(t))
f(xs(t))
f(xe(t))
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1.3.5 tabla de vecinos

—
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componentes:

N
xer1 (D) = f(x (D) + D z M;jx;(t)
=




Sistemas dinamicos espaciotemporales: automatas celulares
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Si las variables de estado Xn(i) son discretas, modelos se denominan automatas celulares.
Ejemplos: opiniones (si-no), voto, rankings, juego de la vida de Conway, epidemias.

Modelo SEIR de epidemia: x,,(i) € {S,E, I, R}

f f f
> ) —> (. (=)

Spatiotemporal dynamical system| State variables Time Space
Partial differental equations C C C
Dynamical systems diff. eqs C C D
Coupled map networks C D D

Cellular Automata D D D

C=continuos D=discrete
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Red (sistema) de elementos interactivos. X (t

) = estado de elemento i en tiempo t. i=1,...,N

Sincronizacion: X (t) =X (t), Y 1,] sostenidoen el tiempo.

hupgens’ °  clocks

1665

[Fls 751"
22 febr. 1665.

Diebus 4 aut 5 horologiorum duorum
novorum in quibus carenule [Fig. 73], mi-
¢ ram concordiam obfervaveram, ita ut ne

1
J minimo quidem exceflu alterum ab altero
fuperaretur. fed confonarent femper recipro-
0 cationes utriusque perpendiculi. unde cum

parvo [patio inter fe horologia diftarent,
fympathiz quandam *) quasi alterum ab al-
teroafficeretur fufpicari cepi. ut experimen-

tum caperem turbavi alterius penduli reditus
ne fimul incederent fed quadrante hore poft
A vel femihora rurfus concordare inveni.
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Red globalmente acoplada, interaccion global:

dinamica local cadtica familia (b,2): Xt+1 = f(x¢) = b — |x¢|?

Usar: z = -0.5, b = 1.5 — mapa cadtico, no periodico

I ' I ! I ! I ! I ' [ ! I

T I T T T T I T T T T | T T T T I T T T T I T T T T
5850 5875 5900 5925 5950 5975 6000

Caracterizacion de comportamientos colectivos

X, (i))=1-¢)f (xt(i))+ﬁz F(x(1))

€. parametro de acoplamiento. t=0,1,2,....

X, (I) condiciones iniciales distribuidas aleatoriamente

Caracterizacion del comportamiento colectivo:

S =3y 2% )

Media del sistema en tiempo t :

N 1/2
Dispersion en tiempot: o, = [%[Z(Xt (i) —S, )2 j}
i=1

L : 1 <
Deswgmon standard promedlo. . o=— Zo-(t)
para tiempos largos T (s transitorios): T-s=

Sincronizacion - o=0
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Sincronizacion caotica y orden emergente

comportamiento incoherente, desincronizado comportamiento coherente: sincronizacion caotica
l n : i : i : i : i : 4 2 = | T I T | T I T | T I T I T
(]i i N = 10 0_—
1] | | Il £=0.04 T =04
.Sr -2__ | [| St = i
.3 — f 4 -
4 6 oc=0
& : ¢ d 2 a4 #F K & T & F £ T 32 2 —T —T— . .
0— i 0__
x(1968) > xas6s) ]
-4 — 4 —
& — -6—_
T T T T [ T T T T '| T T T T [ T T T T i T T T T '[ T T T T T T T T I T T T T I T T T T l T T T T I T T T T I T T T T
5850 5875 5900 5925 5950 5975 6000 5850 5875 5900 5925 5950 5975 6000
1 1
04 comportamiento colectivo no trivial
Oj'"“"“ L EREE R R AR SRR FE R . .
04 ] periodo colectivo emergente
0.8
S, 12
-1,6—_
-2—_
-2’3[_“ - f ' f ' } ' “I“ - “|“ = “I“ i . . ..
i ! ! ! ! Comportamiento colectivo no trivial
0_
1 Fluctuaciones de S, no decrecen
1(1969) -2 y con aumento de N
3 — periodo se hace mejor definido.
4 caos local
'S T | T | T | T | T
5900 5920 5940 5960 5980 6000
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Comportamiento colectivo no trivial

Red de mapas globalmente acoplados:
diagramas de bifurcacion:

xt+1(i) — (]__ g) f (X’[ (|)) + ﬁz f (Xt(J)) 103 iterados por cada valor €,

descartartando 103 transitorios x:(100) |

flee () = 1.1 =[x (D72

4
N =10*
T:. estado desincronizado ’ " I":””
NTCB: comportamiento colectivo Ly R
ordenado, no trivial St

2+

C. caos colectivo
G -

S: comportamiento sincronizado.

NTCB
-4 LB
0.7
(c)
06 [ i
05
Dispersion promedio 04 |
., o
en funcion de € 03 |
02
01
M. Escalona-Moran, M.G. Cosenza, G. Paredes, IJAMAS 26, 58 (2010). S e 0z e s s
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PHYSICAL REVIEW
LETTERS

PRL 65, 1391 (1990)

VOLUME 65 17 SEPTEMBER 1990

NUMBER 12

Globally Coupled Chaos Violates the Law of Large Numbers but Not the Central-Limit Theorem

Kunihiko Kaneko

Institute of Physics, College of Arts and Sciences, University of Tokyo, Komaba, Meguro-ku, Tokyo 153, Japan
(Received 18 June 1990)

N
1
St = NE x: (1) campo medio del sistema en tiempo t
i=1

T-1
1
(S) = T —1 St valor medio de S; sobre serie temporal, descartando T transitorios
t=t
1 T-t
MSD = T—Z(St —(S)? desviacion cuadratica media de S,
-7
t=t

MSD = (52) — ()2
Ley de grandes nimeros: MSD « N1

f(xe) = 1—axg

fGxp):[=11] = [-1.1]

Comportamiento colectivo no trivial: propiedades estadisticas

Red de mapas globalmente acoplados:

%) == £) T (1 )+ 1D F(x (1)

dindmica local caética (a >1.4)

log-log
* e=0.1
Z/" o
. “ um o
A A 4 A
0 e, .
. v.‘....
s D -
llm
u 2l

I 10 10" Size N 10

FIG. 2. Mean-square deviation (MSD) of the distribution
of mean field h, plotted as a function of system size. The MSD
is calculated over 10° time steps after 10* transients, ¢=0.1.
The parameter a is 1.80 (m), 1.83 (©), 1.85 (&), 1.92 (a),
1.95 (&), and 1.99 (x).



Caos espaciotemporal global con periodicidad local

Dinamica local: f (x¢) = rx:(1 — x¢)

Para r =3.83, existe una orbita de periodo 3 en dinamica local: x; — x, — X3 T(;?’;_% (x1) = x4
Red de mapas acoplados en 1 dimension (condiciones de contorno periddicas):
€
Xer1 (1) = (1 — E)f(xt(l)) + E[f(xt(l — D)+ f(x:(i — 1))]
Cddigo para visualizacion:  Si |x.(i + 1) — x,(i)| < 0.03 = x. (i) > n Sino: x:(i)— O

patrén espaciotemporal

r = 3.83
N =60
e = 0.001

Caos colectivo espaciotemporal
emerge de periodicidad local

Estado supertransitorio,

; .
t Cper 98 time steps) 206 tiempo de relajacion: T ~ eV

K. Kaneko, Prog. Theor. Phys. 74, 1033 (1985).
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One-dimensional reaction-difusion system:

—(z t) = (x(z t)) + D (z t)

Discretetime:t=nAt, n=0123, .

ox x((n + l)ﬂt) — x(nAt)
A At

= f(x(nAt))
Discrete time arbitrary units: At =1,

Xny1 = F(xp) = x50 + f(x)

Iterative function, or map: deterministic dynamical system.
Dynamical behavior of xn depends on parameters of

xo = x1= F(xy),
Xz = F(Jh) = F(z)(xﬂ)
Xn = F[n](x[})

d [fdx 1
a9z \ 9z %ﬂzzx

Apéndice: discretizacion del operador Laplaciano

discrete space: z=iAz, |=integer.

621?_6 dx
dz2 0z \0z
Az Az Az Az
2 2 2 7

ot A

(i-1) Az iAz  (i+1)Az 7
® ° . ® ° ' ° >

Az Az Az Az Az

x (iﬂz + ‘5‘2—2) — x(iAz — %}
Az

dx A
6_2(1 Z)

ox (iaz + ‘f‘é—z) dx (iAz — ETE)  x(i+ DAz — x(iz) — [x(idz) — x(i — 1)Az]

iz 0z Az?
Az=1:

0%x

557 = X+ D +x(i — 1) - 2x(0)
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