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Diagrama de bifurcación de mapa cuadrático 
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xn1, 2, 22, 23, 24 para 𝑟 < 3.569…
secuencia de duplicación de períodos (bifurcación de período doble) al variar r:

1,2,4,8,16,32,….→

Bifurcación: cambio de comportamiento dinámico al variar parámetro

caos y ventanas de periodicidad para r  > 3.569…

𝑥𝑛+1 = 𝑓 𝑥𝑛 = 1 − 𝜇𝑥𝑛
2

𝑥𝑛 ∈ [0,1]

𝑥𝑛 ∈ [−1,1]

secuencia de duplicación de períodos de la forma 

2n,  n = 0,1,2…,∞ para transición al caos al variar parámetro.

𝑥max = 0.5

𝑥max = 0

Comportamiento universal para mapas 

con un máximo o mínimo xmax cuadrático.

Comportamiento dinámico de sistemas no lineales depende de parámetros.



Constante δ de Feigenbaum

Transición al caos por duplicación de períodos:

rn: valor de parámetro r para el cual nace una órbita de período 2n,  n = 1,2,…∞

𝑥𝑛

𝑥max = 0.5

r3 r4
r5 r6

magnificación

rn

Órbita de período p satisface:

𝑥𝑛+1 = 𝑓 𝑥𝑛, 𝑟 = 𝑟𝑥𝑛(1 − 𝑥𝑛)

𝑓(𝑝) 𝑥, 𝑟 = 𝑥 → ecuación algebraica para r

𝛿 = lim
𝑛→∞

𝑟𝑛 − 𝑟𝑛−1
𝑟𝑛+1 − 𝑟𝑛

= 4.6692016⋯

M. Feigenbaum (1978): 

constante universal para transición

al caos por duplicación de períodos.

mapa con máximo o mínimo xmax cuadrático.

Convergencia geométrica: 

δ constante de convergencia

r∞



Constante α de Feigenbaum

𝛼 = lim
𝑛→∞

𝑑𝑛
𝑑𝑛+1

= −2.502907⋯

Escalamiento de la órbita en transición al caos por duplicación de períodos:

dn: distancia (xmax - punto más cercano) en una órbita de período 2n

Para r = r∞ :  órbita tiene periodo 2∞ →  caótico.

→ Atractor de Feigenbaum → fractal

𝑥𝑛

𝑥max = 0.5

r∞



Constantes de Feigenbaum

Feigenbaum demostró la universalidad de δ y α usando teoría de renormalización (analogía con transición de fase). 

Mitchell Feigenbaum (1944-2019)



Universalidad de δ

𝑥𝑛+1 = 𝑓 𝑥𝑛 = 𝜆(1 − 2𝑥𝑛
2) 𝑥𝑛+1 = 𝑓 𝑥𝑛 = 𝜆𝑥𝑛(1 − 𝑥𝑛

2)
Primeras medidas experimentales



Circuito de Chua
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Señal en osciloscopio al variar R1



Aplicaciones del caos

Caos: fenómeno universal, aparece del mismo modo en 

diversidad de sistemas, independiente del contexto.

aplicaciones 

interdisciplinarias.

Clima:  predicción meteorológica, huracanes, corrientes oceánicas, cambio climático global.

Física: turbulencia, sistemas dinámicos, sistema solar, asteroides caóticos, rotación de Hyperión. 

Criptografía: comunicaciones seguras con señales caóticas.

Ecología: dinámica de poblaciones, extinciones, evolución.

Geología: geomagnetismo terrestre, terremotos, avalanchas.

Economía: modelos económicos, cascadas, análisis de series de datos, Dow Jones.

Fisiología: ECG fibrilación cardíaca: caos EEG epilepsia: actividad sincronizada en zonas del cerebro



• Sensibilidad a las condiciones iniciales (efecto mariposa) implica predicción limitada en muchos sistemas deterministas.

• Sistemas simples (pocas variables) pueden tener comportamiento complejo.

• Propiedades universales en transiciones orden-caos: Ej. constante de Feigenbaum.

• El caos posee estructura geométrica (fractal) y dinámica caracterizada por exponente de Lyapunov positivo.

• Fenómeno universal, no asociado a teoría, contexto o interacción especifica: ocurre en sistemas físicos, químicos, biológicos, económicos, etc.

Condiciones necesarias, pero no suficientes para el caos:

1) No linealidad.

2) Más de 2 variables en espacio de fase si t es continuo.  Una variable si t es discreto (mapas).

3) No integrable, si es un sistema mecánico.

No existe teorema sobre suficiencia para el caos. No podemos decir a priori si un sistema de ecuaciones no lineales es caótico; 

tan sólo que en algún rango de parámetros, puede ser caótico. 

Existen rutas definidas para transición orden-caos al variar un parámetro, caracterizadas por propiedades universales.

Enseñanzas del caos y sistemas no lineales

Actualmente, el estudio del Caos y sistemas no lineales ha evolucionado hacia el estudio de Sistemas Complejos:

sistema formado por muchos elementos con interacciones mutuas, cuyo comportamiento 

colectivo (estructuras, patrones, organización) no está presente en los elementos aislados.

Ejemplos: colonias de insectos, cardúmenes, tráfico, cerebro, redes complejas, economía, sistemas sociales.
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