Tarea N. 2
Teoria estadistica de campos

1. Puntos bi-criticos y tetra-criticos

Consideremos una action de Ginzburg-Landau generalizada con dos campos :

S = [ @K (Vi) + Ka (Vou(r))
+ [t (P + 0(P3) + 7 (8(M)F = S(7)3) + Mt (F) + Aoty (7) + 29¢103]
con K1, Ky, A1, Ay v g estrictamente positivos.

1. Para valores genéricos de las constantes, diga cuales son la simetrias del
sistema

2. Misma pregunta si se toma el caso particular K1 = Ko, r =0y A\ =X =g

3. Explique porqué el minimo de la de energia libre es obtenido para una
configuracion de ¢; y ¢o homogéneas.

4. Muestre que el diagrama de fases variando las constantes ¢ y r tiene tres
fases diferentes que coinciden en un punto bi-critico para el caso A\j Ay < g?
y tiene cuatro fases distintas que coinciden en un punto tetra-critico para
el caso A\ g > ¢?

2. Modelo gaussiano discreto

Consideremos la funcion de particion de n variables reales z;, con un Hamil-
toniano H(z;), dada por

N
+oo N —H(SC]') +thl’k
Z[hi) = / Hdaci e k=1

=1

Y se definen las funciones de correlacién disconexas como:

N
1 too N —H(SCJ') + Z hkl’k
< Ty Ty ... >= 2] /_Oo Hdmi e k=1 T Ty - (2)

1. Expresar < x,, x, ... > en términos de derivadas con respecto a h,,, h, ...



2. Se definen ahora la funciones de correlacion a k& puntos conexas como

oFIn(Z) 3)
Ohy, Ohy, .0y,

< Ty Tpy o Ty, >e=

3. Exprese las funciones conexas de uno y dos puntos

oln(Z) 9*In(2)

< Ty >e= ahn ; < Ty Ty = m (4)

en términos de las funciones a uno y dos puntos disconexas.

4. Consideremos ahora el caso gaussiano dado por el Hamiltoniano :
1 1 5
H(l’l) = 5 ZmiAm:cj = 51‘ Ax (5)
]

Donde para la parte final de la igualdad se usa la notacion matricial. Se
supone que A = AT es una matriz simétrica y real de autovalores todos
reales y estrictamente positivos. Muestre que

Z[h;] = Z[0] exh" AT (6)

donde A~1 = A='" ¢s la inversa de A. Sera util de hacer el cambio de
variables dado por x = ¥ + A7'h o escrito en componentes z; = T; +

Sr (AT k.

5. Se sabe que existe una matriz orthogonal O (OTO = Id), tal que OT AO =
D donde D es diagonal. Haciendo un nuevo cambio de variables & = Oy,
muestre que

(2m)"
Det(A) (7)

Z[0] =

6. Calcule las funciones de correlation conexas < x,, >. et < x, T, >¢.

7. Que se puede decir de las funciones de correlation conexas a mas de dos
puntos 7

8. Muestre que, cuando se ponen todos los campos hy, iguales a zero, las funcio-
nes de correlacién de un numero impar de puntos se anulan, y las funciones
disconexas de 4 o mas puntos son iguales a la suma de todas las combina-
ciones posibles de productos de funciones de dos puntos (otra version del
teorema de Wick).



3. Modelo gaussiano continuo

Consideremos el modelo gaussiano continuo dado por la accién:

S{h} = / 07 [(VH@)? + m2p(i)? + h(F)é() 8)

¢ v h siendo dos campos reales. A partir de esa accion se puede definir la funcion
de particion:

2{n) = [{Doje st ©)
y definimos las transformadas de Fourier de los campos:
Ty = ik . -
¢(k) - /dre ¢(F) ) ¢(F) - (27T)d
T = kP (o =
h(k) = /dre () 5 h(r) = L
(Obsérvese que ¢*(k) = ¢(—k) y h*(k) = h(—k)).
1. Muestre que

_ 1 . 2 2A"21A"A_* 1IN
S0} = oy [ AR [ 4 m?) B0 + 5 (MBS + =R
(10)
2. Haciendo el cambio de variables :
A o ~ o 1 1 PR
B() = () + 5 15— (F)
Muestre que
1
B(7) = 6(7) + 5 [ dF G~ 7)h(r) (11)
con G(r) = (271r)d fdlgkijri; Deduzca que :

S} = o [ 0F |0+ 02) (B — Sl

_ / A (VO + mP (Y]~ / dF di* G(7 — ) h(F)h(7)

3. Deduzca entonces que, si suponemos que la medida en la integral funcional
queda igual bajo ese cambio de variables (se trata de una traslacion del
campo en cada punto)

o(r) = @(r) ; {Do(r)} ={D2(r)}
entonces la funcién de particiéon toma la forma simple:

Z{h} _ Z{h _ 0} e%fd? di G(F—7)h(F)h(7) (12>
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4.

. Muestre que, en tres dimensiones se obtiene:

€7m|ﬂ

G(F):W

(13)

Ayuda : se hara la integral dk en coordenadas esféricas escogiendo el eje z
segun la direccion de 7y se usara que :

o PEDN
/ ds =5 =g e (14)

2 2
oo s“+m

resultado que se puede obtener con el teorema de los residuos y el lema de
Jordan.

El modelo de Ginzburg-Landau para la super-
conductividad y las ecuaciones de London

Ginzburg y Landau propusieron en 1950 un modelo fenomenolégico para es-

tudiar la transicion de fases entre un estado normal y un estado superconductor.
Propusieron una energia libre de la forma:

I 16
F=[dr|—|VV]?+a|V?+ =¥ 1
[t | iTuE s aluk + S (15)

Suponemos que 5y m son dos parametros positivos y ¥ es un campo complejo
que représenta el condensado superconductor.

1. Argumentar que el minimo de la de energia libre es obtenido para una

configuracion de ¥ homogénea.

. Dar el valor de ¥y que minimiza la energia libre para los casos a > 0y

a < 0.

. Si el superconductor esté en presencia de un campo magnético B, la energia

libre total seré:

F:/ddr L\(ﬁ—iQeﬁ)\PF—l—aNf\Q—i—é\\lf|4+B—2 (16)
2m 2 8

donde A es el potencial vector i.e. B =V x A Imagine que se hace la
transformation de calibre A — A + Vf. Como debe transformar ¥ para
que la energia libre quede invariante?



4. Mostrar que minimizando la energia libre con respecto a A*:

oF
=90 17
0AH (17)
Se obtiene la ecuacion de Maxwell V x B = 4%}, donde la corriente viene
dada por
= e o 1 der o
jz—f-WV@—WVW]———MW] (18)
m m
5. Qué ocurre con esa expresion si V(7)) toma el valor ¥, del minimo de la
energia libre para el caso a < 07

6. A partir de V x B = 47j muestre que, poniendo U(r) = Wy, se obtiene una
ecuacion para el campo magnético

. 1 =
~AB=—13B (19)

donde se daré la expresion de A. Se podra usar la identidad

=

V x (VxU)=V(V-U)—-AU (20)

7. En el espacio tri-dimensional de coordenadas x, y, 2z se imagina que el super-
conductor esta présente en el semi-volumen = > 0. En la regiéon correspon-
diente al vacio (x < 0) hay un campo magnético no-nulo. Se quiere calcular
la forma del campo magnético en el interior del superconductor = > 0. Se
supone que B dépende tnicamente de la coordenada z. Se impone como
condiciones de borde B(z = 0) = By y B — 0 para z — co. Obtener la
forma de B (x) para todo x > 0 et deducir la interpretacion fisica de A.



