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Ecuación de Dirac

Comencemos recordando de la clase 19 la notación y convenciones para
el campo de Dirac (los números corresponden a las notas de esa clase):
La ecuación de Dirac

(iγµ∂µ −m)ψ = 0 (1.9)

γµγν + γνγµ =
{
γµ, γν

}
= 2ηµν (1.11)

El Lagrangiano libre

L = ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ (1.42)
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Matrices γ

La representación de las matrices γ

γ0 =

(
12×2 0

0 −12×2

)
γi =

(
0 σi

−σi 0

)

γ5 = iγ0γ1γ2γ3 = −
i

4!
εµνσργ

µγνγσγρ

El proyector de espin en el sistema en reposo

P(ez) =
1
2

(
12×2 + σz 0

0 12×2 − σz

)
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Soluciones libres

Después del cambio de notación ω→ u, v las soluciones libres de energı́a
positiva y proyección definida del espı́n son

u(p,+) =

√
E + m

2m


1
0

σ·p
E+m

(
1
0

)
 , u(p,−) =

√
E + m

2m


0
1

σ·p
E+m

(
0
1

)


Las soluciones libres de energı́a negativa son

v(p,−) =

√
E + m

2m


σ·p

E+m

(
1
0

)
1
0

 , v(p,+) =

√
E + m

2m


σ·p

E+m

(
0
1

)
0
1


ψ+s = e−ipxu(p, s) , ψ−s = e ipxv(p, s), E =

√
|p|2 + m2
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El campo de Dirac

Con estos elementos se construye el campo de Dirac.

ψ(x) =
∑

s

∫
d3p

1
(2π)3/2

√
m
E

(
b̂(~p, s)u(~p, s)e−ipµxµ+d̂†(~p, s)v(~p, s)e ipµxµ

)
Llamamos b̂(~p, s) al operador de aniquilación de electrones para que la
notación y convenciones coincida con la de los libro de Schweber, Bjorken
& Drell y Kaku entre otros. Peskin & Schroeder y Schwartz usan una
representación diferente de las matrices γ y una normalización diferente
de las soluciones.

ψ̄(x) =
∑

s

∫
d3p

1
(2π)3/2

√
m
E

(
b̂†(~p, s)ū(~p, s)e ipµxµ+d̂(~p, s)v̄(~p, s)e−ipµxµ

)
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Anticonmutadores

El anticonmutador a tiempos iguales,{
ψ̂(x0, ~x), ψ̂†(x0, ~x′)

}
= δ3(~x − ~x′) (1.62)

Para los modos{
b̂(~p, s), b̂†(~p′, s′)

}
= δss′δ

3(~p − ~p′) ,
{
d̂(~p, s), d̂†(~p′, s′)

}
= δss′δ

3(~p − ~p′)

El anticonmutador{
ψ̂(x), ˆ̄ψ(y)

}
= iS(x − y) = i

(
iγµ∂µ + m

)
∆(x),

Ordenamiento temporal

T {ψ̂(x) ˆ̄ψ(y)} =

 ψ̂(x) ˆ̄ψ(y) for x0 > y0

− ˆ̄ψ(y)ψ̂(x) for x0 < y0
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El Propagador

El propagador de Dirac,

< 0|T {ψ̂(x) ˆ̄ψ(x′)}|0 >= iSF (x − x′). (1.94)

En el espacio de momentos

iSF (x) = i
γµpµ + m

p2 −m2 + iε
= i

(/p −m)

p2 −m2 + iε

iSF (x) = i (/p−m)

p2−m2+iε
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El campo de Maxwell

Las soluciones clásicas

Aµ(x) = ε
µ
r (~k)e−ikνxν , k0 = E = |~k |

El campo de Maxwell.

Âµ(x) =
∑
λ

∫
d3k

ε
µ
λ(~k)
√

2E

(
âλ(~k)e−ikνxν + â†λ(~k)e ikνxν

)
(2.34)

Las relaciones de conmutación[
â
λ~k , â

†

τ~k ′

]
= ηλτδ

3(~k − ~k ′)
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El propagador de Maxwell

Restricción en el espacio de estados

∂µÂ+
µ |Ψ >= 0 −→ < Ψ|∂µÂµ|Ψ >= 0

El propagador de Feynman

< 0|T
{
Âµ(x), Â ν(x′)

}
|0 >= lı́m

m→0
(−ηµν∆F (x − x′)) = iDµν

F (x − x′)

Dµν
F (x) =

−ηµν

(2π)4

∫
d4k e−ikx

k 2 + iε
(2.43)

En el espacio de momentos

µ ν iDµν
F (k) = − iηµν

k2+iε
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Invariancia de calibre

La conservación de la carga eléctrica requiere que la interacción entre el
campo electromagnético y el campo de Dirac se haga en forma invariante
bajo la transformaciónes de calibre

A ′µ = Aµ + ∂µΛ

ψ′ = e−ieΛψ , ψ̄′ = e ieΛψ̄,

Como en el caso escalar esto se logra haciendo el acoplamiento mı́nimo

∂µ → Dµ = ∂µ + ieAµ

El lagrangiano de electrodinámica cuántica es

LQED = −
1
4

FµνFµν + ψ̄(iγµDµ −m)ψ,
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El hamiltoniano de interacción

El hamiltoniano de interacción es

HI = e
∫

d3xψ̄γµAµψ

El vertice de interacción

−ieγµ
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Funciones de Green

Clase 10
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Sección de choque

Clase 10
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Formula de reducción

Clase 10
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Amplitudes

Clase 10
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Reglas de Feynman

Para calcular la amplitud a orden n de un proceso se parte de los
trazos que representan los propagadores y del vertice que representa
la interacción y se dibujan todos los diagramas de n vértices
completamente conectados y amputados con los momentos
entrantes y salientes que nos interesan.

Las lı́neas externas de electrones que entran en un gráfico llevan un
factor u(p, s) correspondiente a su momento y a su espin y las que
salen un factor ū(p, s).

u(p, s)

p

ū(p, s)

p
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Reglas de Feynman

Las lı́neas externas de positrones que entran en un gráfico llevan un
factor v̄(p, s) y las que salen un factor v(ps). La dirección de las
lı́neas de los positrones es opuesta a la de los electrones. Un
positrón que entra en el diagrama tiene un momento saliente

v̄(p, s)

p

v(p, s)

p

Las lı́neas externas de los fotones van multiplicadas por el vector de
polarización ελ(p)

ελ(p)
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Reglas de Feynman

Un factor relativo −1 aparece entre gráficos que solo difieren por el
intercambio de dos lı́neas externas

Por cada lazo fermiónico se incluye un factor −1 (Teorema de Wick)

Por cada lazo interno se integra sobre el momentum∫
d4q

(2π)4

Por cada vértice se incluye un factor−ieγµ y se impone la
conservación del momentum

−ieγµ
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Reglas de Feynman

Por cada lı́nea interna fermiónica

iSF (x) = i (/p−m)

p2−m2+iε

Por cada lı́nea interna fotónica

µ ν iDµν
F (k) = − iηµν

k2+iε
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Scattering electrón electrón

Consideremos el proceso (scattering de Møller)

e−e− → e−e−.

La contribución de menor orden a la amplitud proviene de dos diagramas

iMM =

p, s

q, r

p′, s′

q′, r ′

µ

ν

+

p, s

q, r

p′, s′

q′, r ′

µ

ν
Las variables de Mandelstam son

s = (p + q)2 = (p′ + q′)2 , t = (p − p′)2 = (q′ − q)2

u = (p − q′)2 = (p′ − q)2
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Scattering electrón-electrón

Usando las reglas de Feynman

iMM = −(−ie)2[ū(p′, s′)γµu(p, s)]iDµν(p − p′)[ū(q′, r ′)γνu(q, r)]

+ (−ie)2[ū(q′, r ′)γµu(p, s)]iDµν(p − q′)[ū(p′, s′)γνu(q, r)]

= ie2 [ū(p′, s′)γµu(p, s)][ū(q′, r ′)γµu(q, r)]

(p − p′)2

− ie2 [ū(q′, r ′)γµu(p, s)][ū(p′, s′)γµu(q, r)]

(p − q′)2

Se dice que el primer diagrama está en el canal t y el segundo está en el
canal u
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Potencial de Coulomb

Antes de continuar con el cálculo veamos un momento el lı́mite no
relativista.

Lı́mite no relativista
La amplitud de scattering de dos fermiones a bajas energı́as reproduce el
resultado no relativista del potencial de Coulomb

La amplitud para el scattering de electrones por un potencial en mecánica
cuántica no relativista es

f (1)(p, p′) == −
m
2π

Ṽ(q)

donde q es el momento transferido y

Ṽ(q) =

∫
d3xe−iq·xV(x)

J. Stephany (USB) Clase21 LA-CoNGA,2021 23 / 36



Potencial de Coulomb

Si los fermiones son distinguibles solo contribuye un diagrama

iMD = (−ie)2[ū(p′, s′)γµu(p, s)]Dµν(p − p′)[ū(q′, r ′)γνu(q, r)]

= i(e)2 [ū(p′, s′)γµu(p, s)][ū(q′, r ′)γµu(q, r)]

(p − p′)2

A bajas energı́as (|p|2 << m, |p′|2 << m)

ū(p′, s′)γiu(p, s) = 0

ū(p′, s)γ0u(p, s) = u†(p, s)u(p, s) = δss′

Cada fermión debe conservar su espı́n independientemente.

iMDNR =
i(e)2

(p − p′)2 δss′δrr ′η00
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Potencial de Coulomb

Comparando con el resultado no relativista

Ṽ(q) = Ṽ(p − p′) =
(e)2

(p − p′)2

Por lo tanto se encuentra

V(x) =
e2

4π|x|

que es un potencial coulombiano repulsivo
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Scattering electrón electrón

Volviendo al scattering electrón- electrón

iMM =

p, s

q, r

p′, s′

q′, r ′

µ

ν

+

p, s

q, r

p′, s′

q′, r ′

µ

ν
escribimos la amplitud colocando los ı́ndices espinoriales (que escojemos
sean latinos del comienzo del alfabeto) en forma explı́cita

iMM = (−ie)2[ūa(p′, s′)γµabub(p, s)]Dµν(p − p′)[ūc(q′, r ′)γνcdud(q, r)]

− (−ie)2[ūa(q′, r ′)γµabub(p, s)]Dµν(p − q′)[ūb(p′, s′)γνbdud(q, r)]

= ie2 [ūa(p′, s′)γµabub(p, s)][ūc(q′, r ′)γµcdud(q, r)]

(p − p′)2 + iε

− ie2 [ūa(q′, r ′)γµabub(p, s)][ūc(p′, s′)γµcdud(q, r)]

(p − q′)2 + iε
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El cuadrado de la amplitud

Para calcular la sección de choque requerimos encontrar el cuadrado de
esta expresión ([ū(q′, r ′)γµu(p, s)]∗ = [ū(p, s)γµu(q′, r ′)])

|MM |
2 =

e4[
(p − p′)2

]2 ×

[ūd(p′, s′)γµabub(p, s)][ūc(q′, r ′)γµcdud(q, r)] ×

[ūe(q, r)γνef uf (q′, r ′)][ūg(p, s)γνghuh(p′, s′)]

−
e4[

(p − p′)2(p − q′)2
] ×

[ūd(p′, s′)γµabub(p, s)][ūc(q′, r ′)γµcdud(q, r)] ×

[ūe(q, r)γνef uf (p′, s′)][ūg(p, s)γνghuh(q′, r ′)]

+ p′ ←→ q′
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Proyectores

Para continuar recordemos que las soluciones libres de la ecuación de
Dirac están normalizadas de forma que,

ū(p, s)u(p, s) = 1 , v̄(p, s)v(p, s) = 1

y satisfacen las siguientes relaciones cuando se suma sobre las
polarizaciones de espı́n,∑

s

ua(p, s)ūa(p, s) − va(p, s)v̄a(p, s) = δab

∑
s

ua(p, s)ūb(p, s) =
(
/p + m

2m

)
ab

= Λ+

∑
s

va(p, s)v̄b(p, s) =
(
/p −m
2m

)
ab

= −Λ−

Los proyectores Λ± cumplen Λ+ + Λ− = 1
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Promedio sobre espin

Si promediamos sobre las polarizaciones de espı́n

|MM |
2

=
1
4

∑
s,s′,r ,r ′

|MM(s, s′, r , r ′)|2

podemos hacer aparecer los proyectores. Queda,

|MM |
2

=
e4

64m4


Tr

[
γµ(/p + m)γν(/p′ + m)

]
Tr

[
γµ(/q + m)γν(/q′ + m)

]
[
(p − p′)2

]2


−

e4

64m4


Tr

[
γµ(/p + m)γν(/q′ + m)γµ(/q + m)γν(/p′ + m)

]
[
(p − p′)2(p − q′)2

]


+ p′ ←→ q′
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Trazas

Para poder seguir el cálculo necesitamos saber calcular las trazas,

La traza de un número impar de γ’s es cero

Tr
[
/a1 /a2 . . . /an+1

]
= Tr

[
/a1 /a2 . . . /an+1γ5γ5

]
= Tr

[
γ5 /a1 /a2 . . . /an+1γ5

]
= −Tr

[
/a1 /a2 . . . /an+1

]
Tr

[
γµγν

]
= 4ηµν

Tr
[
/a /b

]
= Tr

[
/b /a

]
= 1

2 Tr
[
/a /b + /b /a

]
= 1

2aµbν{γµ, γν} = aµbν Tr1 = 4a.b

Tr
[
/a1 . . . /an

]
=

a1.a2 Tr
[
/a3 . . . /an

]
− a1.a3 Tr

[
/a2 /a4 . . . /an

]
. . . + a1.an Tr

[
/a2 . . . /an−1

]
Tr

[
/a1 /a2 /a3 /a4

]
= 4

[
a1.a2a3.a4 − a1.a3a2.a4 + a1.a4a2.a3

]

J. Stephany (USB) Clase21 LA-CoNGA,2021 30 / 36



Trazas

Entonces,

Tr
[
γµ/pγν/p′

]
= 4

[
pµp′+p′µpν − ηµνp.p′

]
Tr

[
γµ(/p + m)γν(/p′ + m)

]
= 4

[
pµp′+p′µpν − ηµνp.p′ + m2ηµν

]
etc etc. . .

|MM |
2

=
e4

2m4

{(p.q)2 + (p.q′)2 + 2m2(p.q′ − p.q)[
(p − p′)2

]2

+
(p.q)2 + (p.p′)2 + 2m2(p.p′ − p.q)[

(p − q′)2
]2

+ 2
(p.q)2 − 2m2p.q

(p − p′)2(p − q′)2

}

J. Stephany (USB) Clase21 LA-CoNGA,2021 31 / 36



Sección de choque

Clase 10
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Sección de choque

Hay que expresar las cantidades cinemáticas en el sistema del centro de
masas

(
dσ
dΩ

)
CM

=
1

64π2E2
CM

|MM |
2

En ese sistema :

p = (E,p), q = (E,−p),

p′ = (E,p′), q′ = (E,−p′)

|p|2 = |p′|2 |p|2 = E2 −m2

p.q = E2 + |p|2 p′.q′ = E2 + |p|2

p.p′ = E2 − |p|2 cos θ p.q′ = E2 + |p|2 cos θ

q.p′ = E2 + |p|2 cos θ q.q′ = E2 − |p|2 cos θ
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Sección de choque

Con α = e2

4π la sección de choque de Møller es

dσ
dΩ

=
α2(2E2 −m2)2

4E2(E2 −m2)2

[ 4
sen4 θ

−
3

sen2 θ
+

(E2 −m2)2

(2E2 −m2)2

(
1 +

4
sen2 θ

) ]
En el lı́mite relativista E → ∞

dσ
dΩ

=
α2

E2

[ 4
sen4 θ

−
2

sen2 θ
+

1
4

]
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Scattering electron-positron

Consideremos ahora el llamado scattering de Bhabha

e+e− → e+e−

Aparecen los diagramas

p, s

q, r

p′, s′

q′, r ′

+

p, s

q, r

p′, s′

q′, r ′
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Scattering electron-positron

La amplitud

iMM = −i(−ie)2
(
−

[ū(p′, s′)γµu(s, p)][v̄(q, r)γµv(q′, r ′)]

(p − p′)2

+
[v̄(q, r)γµu(p, s)][ū(s′, p′)γµv(q′, r ′)]

(p + q)2

)
.

Por el mismo procedimiento la sección de choque en el limite de altas
energı́as es

dσ
dΩ

=
α2

8E2

(1 + cos4 θ/2
sen4 θ/2

+
1
2

(1 + cos2 θ) − 2
cos4 θ/2
sen2 θ/2

)
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