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Ecuaciéon de Dirac

Comencemos recordando de la clase 19 la notacién y convenciones para

el campo de Dirac (los numeros corresponden a las notas de esa clase):
La ecuacion de Dirac

(6~ m)y = 0 (19)
PY YV = =2 (1)

El Lagrangiano libre

L= y(iy"0, — my (1.42)
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La representacién de las matrices y

o _ [ loxe 0 i_( 0 o
Y 0 —loxe Y -o; 0

_ i
ys = iYoy'y?y® = =GV YV

El proyector de espin en el sistema en reposo

1 logo + 0 0
P(e;) = -
(ez) 2( 0 Loxo — o
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Soluciones libres

Después del cambio de notacion w — u, v las soluciones libres de energia
positiva y proyeccion definida del espin son

1
E+m 0 E+m 1

CO=NTZm | o (17PN 2w | e
Erm\ 0o Etm

Las soluciones libres de energia negativa son

op (1 o
v(p,-) = E+m| E+m{ 0 ~ [E4+m]| E+
PN | 1 PN | o

0 1 P

Vis = e Pu(p,s) , vs=ePV(ps), E=IpP+m W
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El campo de Dirac

Con estos elementos se construye el campo de Dirac.
1 m . N .
_ 3 - —ipx* T ipuXx*
o) = [ & e \E (B 9B s)e 4 (5.5)v(p. )

Llamamos 5(/5, s) al operador de aniquilaciéon de electrones para que la
notacion y convenciones coincida con la de los libro de Schweber, Bjorken
& Drell y Kaku entre otros. Peskin & Schroeder y Schwartz usan una
representacion diferente de las matrices y y una normalizacién diferente
de las soluciones.

- 1 n - -2 D, Xt | N =2 -2 —ip,, x"
0 =Y [ % s || (6'6.00(p.)en (5,175 )z
\
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Anticonmutadores

El anticonmutador a tiempos iguales,
(B0, %), 97 (x°, %)} = 3(X - %) (1.62)
Para los modos
{b(B.5).b'(B.8")} = 6:0°(B~P') . {d(B.5).d"(F".5")} = es0°(B - P
El anticonmutador
(0(x).0(y)} = iS(x ~ y) = i(iy"d, + m)A(x),

Ordenamiento temporal

s [ B)IY) forx® > y°
TW“WU)_{—WWﬂmwa<Y°
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El Propagador

El propagador de Dirac,
< OITHH ()P (X O >= iSe(x - X'). (1.94)
En el espacio de momentos

YPu +m _ (p—m)
p2-m2+ie p2-m?+ie

iSF(X) =i

(p=m)

p?—m2+ie

— iSFE(x) =i
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El campo de Maxwell

Las soluciones clasicas
Ax) = &(K)e™ " | ky=E=IKk|
El campo de Maxwell.
Z f Pk ” 4 (E)e—”‘vX” + éj(l?)e"‘v”) (2.34)

Las relaciones de conmutacién

88", | = meo®(k - R)
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El propagador de Maxwell

Restriccidn en el espacio de estados
FAV>=0 — < VAV >=0
El propagador de Feynman

< O[T {A*(x), A" (x)}10 >= lim (=" Ap(x = x')) = IDF'(x = X')

, —7)’” d4k e—ikx
D (x) = i f . (2.43)

En el espacio de momentos

u

MY _ i
4 iDE (K) = — 27
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Invariancia de calibre

La conservacién de la carga eléctrica requiere que la interaccion entre el
campo electromagnético y el campo de Dirac se haga en forma invariante
bajo la transformaciénes de calibre

/ J—
A, = A+ 0N
d/ _ e—:eAw , l,/_/’ _ ele/\l/‘/’
Como en el caso escalar esto se logra haciendo el acoplamiento minimo
0y — D,=0,+ieA,

El lagrangiano de electrodinamica cuantica es

1 .
Laep = —ZF’”F,W + (i Dy — m)y,
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El hamiltoniano de interaccién

El hamiltoniano de interaccién es
H=e f Pxgy" A

El vertice de interaccion

—ieyy
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Funciones de Green

Tunclones de  cocrela Wow do Nn-puntos
G troren ) = (ol TIo - a0y 1> e b
o
= <\O“', 1 2,_‘:'?:1'@“4) - %y IRy g (-¢ ré‘;\jcht'\l L'. "0>
S _ : -
<O'I"T '{&MQ(-L \ Ak \1: ) Ik( '5 0 >

— Guwo G\ todes Losg éh.‘axa\)nm.-\m

Conecindlos con W P oy ex bkernog
1"

VoAt
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Seccidén de choque

MV

\ PR AN -
AT g =21 (R tFe

o+

YN
\(‘\\‘Jc

AN )

Gl \F(M
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Formula de reduccion

'
oy ulo\

‘ o
:'l;:g_ ‘1"\"_‘,,&,‘ ol ow Qﬁ\':_ }-‘—)/1_

N sl 1

Le £ Se obHene o p&._"r.‘.nr o8
[N PN Y " ~uln

Gy = {QN\TLAe) b ®te) - ORI LD

ey

- f‘.\__‘ Lf‘,*.. n
— ".'5 x’\ % LA
J
ol e taYa o
=L Ao 1L
(ERP LN (0

Aepne - Ner Sdaworbs L e, LA
3/
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Amplitudes

Clase 10

r
E\r\ conclusion

L (amy! 5M (on <ty - ‘z?@

= Suwmo de iﬁe"og les &Lmsmms &Q Fe‘j"mw\ wm?\e"uvv\en)fe
Coneckudos 9 mpeludoy ton O g enbrunkes R0t Saltentes
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)

J s ? .
A) for Cada fro puga dov —_— = ?L‘\‘Mm e
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Gy
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Reglas de Feynman

@ Para calcular la amplitud a orden n de un proceso se parte de los
trazos que representan los propagadores y del vertice que representa
la interaccion y se dibujan todos los diagramas de n vértices
completamente conectados y amputados con los momentos
entrantes y salientes que nos interesan.

@ Las lineas externas de electrones que entran en un gréfico llevan un
factor u(p, s) correspondiente a su momento y a su espin y las que
salen un factor t(p, s).

p p

u(p, s) u(p.s)

* *

*
Ly
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Reglas de Feynman

@ Las lineas externas de positrones que entran en un grafico llevan un
factor v(p, s) y las que salen un factor v(ps). La direccion de las
lineas de los positrones es opuesta a la de los electrones. Un
positron que entra en el diagrama tiene un momento saliente

LN P
V(P s) v(p,s)

@ Las lineas externas de los fotones van multiplicadas por el vector de
polarizacion &'(p)

S &'(p)
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Reglas de Feynman

@ Un factor relativo —1 aparece entre graficos que solo difieren por el
intercambio de dos lineas externas

@ Por cada lazo fermidnico se incluye un factor —1 (Teorema de Wick)

@ Por cada lazo interno se integra sobre el momentum

(2)*
@ Por cada vértice se incluye un factor—iey, y se impone la
conservaciéon del momentum

—iey,
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Reglas de Feynman

@ Por cada linea interna fermiénica

@ Por cada linea interna fotonica

It v iDL (k) =~
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Scattering electron electrén
Consideremos el proceso (scattering de Mgller)
e e see.

La contribuciéon de menor orden a la amplitud proviene de dos diagramas

p’s IJ p’9S, p’s M p,,S,
iMy = +
q.r > q.r aq.r s q.r
Las variables de Mandelstam son
s=(+a’=(F+9), t=(p-p)?=(q -9
u=(pP-q)Y = -q)?
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Scattering electron-electron

Usando las reglas de Feynman

iMy = —(=ie)?[u(p’.s" )y u(p.s)liDu(p - p)U(q.r')y u(q.r)]
+ (—ie)?[u(q’, r')y*u(p, )]iDw(p - q)a(p’, s")y" u(q, r)]
o2 [U(p’, s")y*u(p, s)I[u(q’, r')yuu(q, r)]

(b—p')?
02 [0(a’ )y u(p. s)I[E(p", ')y, u(q. 1)}
(P-q)?

Se dice que el primer diagrama esta en el canal t y el segundo esta en el
canal u
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Potencial de Coulomb

Antes de continuar con el célculo veamos un momento el limite no
relativista.

Limite no relativista

La amplitud de scattering de dos fermiones a bajas energias reproduce el
resultado no relativista del potencial de Coulomb

La amplitud para el scattering de electrones por un potencial en mecanica
cuantica no relativista es

f(p,p’) == ——V(q)

donde q es el momento transferido y

V(a) :fd3xe‘iq'xV(x)
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Potencial de Coulomb

Si los fermiones son distinguibles solo contribuye un diagrama

iMp = (—ie)*[a(p’,s")y"u(p. s)]|Duw(p — P')[T(q’, ')y u(q.r)]
i(e)? [G(p’, 8" )y u(p, s)][u(q’, r')yuu(q, r)]
(p-p')?

A bajas energias (|p|> << m, |p’|? << m)
a(p’,s')y'u(p,s) =0

u(p’, s)y°u(p, s) = u'(p, s)u(p, s) = dss

Cada fermidn debe conservar su espin independientemente.

H 2
. e
iMpng = ﬁéss@rﬂ]oo
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Potencial de Coulomb

Comparando con el resultado no relativista

2
V(@)= V(p-p) = %

Por lo tanto se encuentra »
e
V(x) = —

47X
que es un potencial coulombiano repulsivo
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Scattering electron electrén

Volviendo al scattering electrén- electron
p.s H H

p/’ SI p’ S p/, SI
iMy = +
5 r / r/ R r / /
q 2 q.r' q ’ q.r

escribimos la amplitud colocando los indices espinoriales (que escojemos
sean latinos del comienzo del alfabeto) en forma explicita

iMu = (—ie)?[Ta(p’.s")Vaptb(P. $)1Duv(p — P)[Te(q's 1)y guia(q. 1)]
(—ie)?[Ta(q’, ' )¥aptb(p> 8)1 D (P — @) [Tb(P’, 8" )ypgUa(s 1)]
o [Ua(p’, 8")Vapub(Ps $)[Uc(Q' I )Vucala(Qs )]

(p-p)?+ie
2 [Ga(q', r") Yo b (P, $)][Uc(P’, 8')Yucatia(q. )]
(p—q)>+ie
J. Stephany (USB) Clase21

LA-CoNGA,2021 26 /36



El cuadrado de la amplitud

Para calcular la seccion de choque requerimos encontrar el cuadrado de
esta expresion  ([U(q'. )y*u(p. s)|* = [G(p. sy u('.r")])

et

— X
((o-p P
0P )35 Ub(P. ][0 (- " YYucata(d.1)]
19e(@. 1)yl B p. S rsgntn(p'. ')
e4
[(o-p(-a)]
[Ta(p’, 8" ) Vs Ub(P: $)1[Uc(Q', I )Ypucatia(qs 1)] X

[Ue(q, r)yzeus(p’, 8")[Ug(ps S)yvgnun(d', r')]
4 p/ — q/

IMuPP =
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Para continuar recordemos que las soluciones libres de la ecuacion de
Dirac estan normalizadas de forma que,

Up.s)u(p.s) =1 . Up.s)v(p.s) =1

y satisfacen las siguientes relaciones cuando se suma sobre las
polarizaciones de espin,

Z Ua(p, S)Ua(p, S) — Va(p, S)Va(p, s) = dab

Z ua(p, s)tp(p, s) = (M)ab =Ny

2m

Z Va(p, s)Vb(p. s) = (p_—m)ab =-N\_

2m
S

Los proyectores AL cumplen AL +A_ =1
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Promedio sobre espin

Si promediamos sobre las polarizaciones de espin

Tviva N
Mul = >, IMu(s.s.r.r)]

podemos hacer aparecer los proyectores. Queda,
e [T+ my e +m|T|nia+myia +m)
64m* [(p- p,)2]2
e [Trul@+my (@ +my (g +mpy(p +m)
et [(p=p)2(p - q')?]

+ pe—q

—
IMml =
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Trazas

Para poder seguir el calculo necesitamos saber calcular las trazas,

@ Latraza de un nimero impar de y’s es cero

Tr [31 ... aan] = Tf[éﬁ ... arﬂﬂ’s)’s] =Tr [75371 ... aan)’s]
= —Tr[qﬁaz...anz“]
o Tr [y’“‘yv] = 4n
o Tr|ab| =Tr|ba| =} Tr|ab+ba| = fa.b,ly".y") = a.b” Trl = 4a.b
° Tr[aﬁ ...a;/,,] =
a1.agTr[as...an] —a1.a3Tr[a2a4...an]...+a1.anTr[a2...a,/_1]
o Tr [aﬁ aygay3a/4] = 4[a1 .8283.84 — a1.a382.a4 + a4 .a4a2.a3] J>
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Trazas

Entonces,
o Tr|y'py’p’| = 4" "0 - " p.p'|
o Tr[y(p + m)y'(p' + m)| = 4[p"p "o p" —np.p’ + mPy|
@ etcetc...

(p-9)? + (p.q')? +2m?(p.q’ - p.q)
[(o-p )|
(p.q)? + (p.p')? +2m?(p.p’ - p.q)
[(p-a)2|
(p.9)> —2mP°p.q |
(P-p)2(p-0q)°

4
2 e

Mul = {

IMul o

+ 2
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Seccidén de choque
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Seccidén de choque

Hay que expresar las cantidades cinematicas en el sistema del centro de
masas

\ ‘ d_(r
\ aQ
En ese sistema :

® p=(E.,p), g=(E-p)

o p'=(E,p) q=(E-p)

o |p? =Ip'? Ipf =E*-m?

°© p.gq=E*+IpP p'.qg =E>+|pP

@ p.p’ =E?—|plPcosb p.q = E? +|pl>cos@

;
= ——— My
)CM 6472E2,,

@ q.p = E?+|plPcosf q.q' = E®—|pl°cos@
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Seccidén de choque

2 s
Con « = £ la seccion de choque de Maller es

do  a?(2E% - m2)2[ 4 3 N (E? — m?)? 4 ]
dQ  4E2(E2-m2)2lsen*d sen26 (2E2 - m2)2 sen? @
En el limite relativista E — oo

do a2[ 4 2 1]

dQ ~ EZlsen*6 senZo ' 4
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Scattering electron-positron

Consideremos ahora el llamado scattering de Bhabha
ete »efe”

Aparecen los diagramas

p,s p’,s’

g, r q/’ r
a.r
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Scattering electron-positron

La amplitud
. L [a(p’, s" )y u(s, p)Iv(q, r)y.v(q'.r)]
iMy = _’(_’9)2( - (P _ p/)z
[V(q, r)y*u(p, s)lu(s’.p’)yuv(q',1')] )
(b +q)? '

Por el mismo procedimiento la seccion de choque en el limite de altas
energias es

do o® (1+cos*g/2 1 5
d_QZSEZ( + —(1+cos“0) -2

cos* 9/2)
sen*g/2 2

sen24/2
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