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Campos Clásicos

1) Formulación Lagrangiana – Resumen

Campos: Φa(x, t) = Φa(x), a = 1, 2, . . . ,N

Acción S y Lagrangiano L: S =

∫
d4x L(Φa, ∂µΦa)

Localidad: L depende de Φa y ∂µΦa evaluados en el mismo punto del espacio-tiempo

Ecuaciones de movimiento: ∂µ

(
∂L

∂(∂µΦa)

)
− ∂L
∂Φa

= 0

Ejemplo campo escalar real φ:

L= 1
2∂µφ∂

µφ− 1
2m

2φ2 = 1
2η

µν∂µφ∂νφ− 1
2m

2φ2

∂µ∂
µφ+ m2φ = 0, ec. de Klein-Gordon
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2) Invariancia de Lorentz

Dos observadores A y B con coordenadas xµ y x ′µ = Λµνxν

deben observar las mismas ecuaciones de movimiento (edm)

N.B. En realidad se requiere invariancia de Poincaré, i.e. x ′µ = Λµ
νx

ν + aµ

Como las traslaciones son sencillas nos concentramos en las transformaciones de Lorentz.

Las transformaciones de Lorentz tienen una representación en los campos.

E.g. campo escalar φ(x) con regla de transformación: φ(x)→ φ′(x) = φ(Λ−1x)

Significado: el campo transformado en el punto transformado es igual al campo original
en el punto antes de transformar, i.e. φ′(x ′) = φ(x)

Para campos con ı́ndices espacio-tiempo (más precisamente con esṕın), la regla incluye

la rep. de Lorentz. E.g. campo vectorial Aµ(x): Aµ(x)→ A′µ(x) = Λµν A
ν(Λ−1x)
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Transformación activa de campo escalar
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¿ Cómo garantizar que A y B con coordenadas xµ y x ′µ = Λµ
νx

ν observen las mismas edm ?

R: imponiendo que S sea invariante, lo cual se cumple si L transforma como un escalar, i.e.

L(x)→ L′(x) = L(Λ−1x), o equivalentemente L′(x ′) = L(x), excepto por una derivada total

Demo: S ′ =

∫
d4x ′ L′(x ′) =

∫
d4x L(x) = S | det Λ| = 1⇒

∫
d4x ′ =

∫
d4x

Ejemplo campo escalar real φ, φ′(x ′) = φ(x)

L= 1
2∂µφ∂

µφ− 1
2m

2φ2, ∂µ∂
µφ+ m2φ = 0

∂′µ ∂
′µφ′(x ′) = ηµν∂

′µ ∂′νφ′(x ′) = ηµνΛµ
αΛν

β∂
α ∂βφ(x) = ηαβ∂

α ∂βφ(x) = ∂β∂
βφ(x)

⇒ ∂′µ∂
′µφ′ + m2φ′ = ∂µ∂

µφ+ m2φ = 0

Similarmente, ∂′µ φ
′(x ′)∂′µφ′(x ′) = ∂µ φ(x)∂µφ(x) ⇒ L′(x ′) = L(x)

ηµν Λµα Λνβ = ηαβ,
(
Λ−1

)α
ν

= Λ α
ν , ηµν Λσµ Λρν = ησρ, ∂′µ = Λµα ∂α
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Emmy Noether (1882-1935) http://crojasmolina.com/illustration/noethember-drawings-about-emmy-noether/

3) Simetŕıas y Teorema de Noether

Cada simetŕıa cont́ınua de L da lugar a una corriente conservada jµ

i.e. las edm implican ∂µj
µ = 0, equivalente a ∂0 j

0 +∇ · j = 0, sustitutyendo jµ = (j0, j)

corriente jµ conservada ⇒ carga Q conservada (independiente de t)

Q =

∫
R3

d3x j0,
dQ

dt
=

∫
R3

d3x ∂0 j
0 = −

∫
R3

d3x ∇ · j = 0, asumiendo j→ 0 en |x| → ∞

Simetŕıa cont́ınua significa parámetros cont́ınuos, podemos trabajar infinitesimalmente, i.e.

Φ(x)→ Φ′(x) = Φ(x) + α∆Φ(x), α infinitesimal

Es una simetŕıa si deja las edm invariantes. Se cumple si S is invariante, y a su vez si

L(x)→ L(x) + α∂µFµ, i.e. ∆L = ∂µFµ︸ ︷︷ ︸
derivada total

para algún Fµ
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∆L =

[
∂L
∂Φ

∆Φ +
∂L

∂(∂µΦ)
∆(∂µΦ)

]

=

[
∂L
∂Φ
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µΦ)

)]
︸ ︷︷ ︸

se anula por edm

∆Φ + ∂µ

(
∂L

∂(∂µΦ)
∆Φ

)
= ∂µFµ

∂µ

(
∂L

∂(∂µΦ)
∆Φ−Fµ

)
= 0 ⇒ jµ =

∂L
∂(∂µΦ)

∆Φ−Fµ

Para varios campos jµ =
∑
a

∂L
∂(∂µΦa)

∆Φa −Fµ
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Ejemplo: campo escalar complejo

L = ∂µφ
∗ ∂µφ−m2φ∗φ, simetŕıa U(1) global: φ→ e iαφ, φ∗ → e−iαφ∗, α constante

φ→ (1 + iα + · · · )φ ⇒ ∆φ = iφ, similarmente ∆φ∗ = −iφ∗

L → L ⇒ ∆L = 0, Fµ = 0

Tarea. Demostrar

a) jµ = i (φ∂µφ∗ − φ∗∂µφ), b) edm ⇒ ∂µ j
µ = 0

N.B. Al acoplar con Aµ habrá un término Aµ j
µ en L.
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Ejemplo: traslaciones y tensor de enerǵıa-momento

x ′µ = xµ − εµ, Φa(x)→ Φa(x + ε) = Φa(x) + εν ∂νΦa(x),

Similarmente, L(x)→ L(x) + εν ∂νL(x), notar εν ∂νL(x) = εν ∂µ (δµν L) ⇒ Fµν = δµν L

∃ 4 corrientes de Noether asociadas a traslaciones en t por ε0, y en x i , por εi , i = 1, 2, 3

jµ =
∑
a

∂L
∂(∂µΦa)

∆Φa −Fµ ⇒ (jµ)ν =
∑
a

∂L
∂(∂µΦa)

∂νΦa − δµν L ≡ Tµ
ν

Tµ
ν es el llamado tensor de enerǵıa-momento, satisface ∂µT

µ
ν = 0

∃ 4 cargas conservadas: H =

∫
d3x T 00, P i =

∫
d3x T 0i

Ejercicio. Para L = 1
2∂µφ∂

µφ− 1
2m

2φ2, demostrar P i =

∫
d3x φ̇ ∂iφ,

H =

∫
d3x

(
1
2 φ̇

2 + 1
2 (∇φ)2 + 1

2m
2φ2
)
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4) Formulación Hamiltoniana

B momento conjugado de Φa(x): πa(x) =
∂L
∂Φ̇a

función de x , no es P i

B densidad Hamiltoniana: H = πa(x)Φ̇a(x)− L(x) depende de Φa y πa

B Hamiltoniano: H =

∫
d3x H

B ecs. de movimiento: Φ̇a(x, t) =
∂H

∂πa(x, t)
, π̇a(x, t) = − ∂H

∂Φa(x, t)

Ejemplo campo escalar real φ

L = 1
2∂µφ∂

µφ− 1
2m

2φ2 = 1
2 φ̇

2 − 1
2 (∇φ)2 − 1

2m
2φ2, π(x) =

∂L
∂φ̇

= φ̇

H =

∫
d3x

(
1
2π

2 + 1
2 (∇φ)2 + 1

2m
2φ2
)
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Interludio matemático
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Transformadas de Fourier

(3d) f (x) =

∫
d3p

(2π)3
e ip·xf̃ (p), f̃ (p) =

∫
d3x e−ip·xf (x), a veces se omite la tilde

(Mink) f (x) =

∫
d4p

(2π)4
e−ip·x f̃ (p), f̃ (p) =

∫
d4x e ip·x f (x) p · x = p0x0 − p · x

Delta de Dirac

(1d)

∫
dx δ(x) = 1, δ(x) =

∫
dp

(2π)
e ipx

(3d)

∫
d3x δ(3)(x) = 1, δ(3)(x) =

∫
d3p

(2π)3
e ip·x
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Cuantización del campo escalar libre
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1) El campo de Klein-Gordon como osciladores armónicos

En Mecánica Cuántica, q, p, H → operadores

En TCC, φ, π, H → operadores, ¿espectro de H con infinitos grados de libertad ?

Para el campo libre hay una manera de desacoplar los grados de libertad

Se encuentra considerando la transformada de Fourier de φ(x, t)

φ(x, t) =

∫
d3p

(2π)3
e ip·x φ(p, t), φ(x, t) = φ∗(x, t) ⇒ φ∗(p, t) = φ(−p, t)

∂µ∂
µφ+ m2φ = 0 ⇒ ∂2φ(p, t)

∂t2
+ (p2 + m2)φ(p, t) = 0 análogo a q̈ + ω2q = 0

para cada valor de p, φ(p, t) resuelve la ec. del oscilador armónico con frecuencia

ωp =
√

p2 + m2

cada modo de Fourier es un oscilador independiente con su frecuencia ωp
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1.1) Cuantización canónica

B Se comienza en el cuadro de Schrödinger, con φ(x), π(x) independientes de t.

B [qa, p
b] = iδba , [qa, qb] = [pa, pb] = 0, se generaliza a

[φ(x), π(y)] = iδ(3)(x− y), [φ(x), φ(y)] = [π(x), π(y)] = 0

B En la expansión de Fourier de φ(x) y π(x) los modos de Fourier se tratan como

osciladores de frecuencia ωp =
√

p2 + m2, con sus propios ap y a†p

φ(x) =

∫
d3p

(2π)3

1√
2ωp

(
ap e

ip·x + a†p e
−ip·x

)
análogo a q =

1
√

2ω

(
a+ a†

)

π(x) =

∫
d3p

(2π)3
(−i)

√
ωp

2

(
ap e

ip·x − a†p e−ip·x
)

análogo a p = −i
√
ω

2

(
a− a†

)

φ(x) =

∫
d3p

(2π)3

1√
2ωp

(
ap + a†−p

)
e ip·x , π(x) =

∫
d3p

(2π)3
(−i)

√
ωp

2

(
ap − a†−p

)
e ip·x

cambiando p→ −p en el 2do término y usando ω−p = ωp
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B reglas de conmutación de φ(x) y π(x) ⇐⇒ reglas de conmutación de ap y a†p

[φ(x), φ(y)] = [π(x), π(y)] = 0

[φ(x), π(y)] = iδ(3)(x− y)
⇐⇒

[ap, ap′ ] = [a†p, a
†
p′ ] = 0

[ap, a
†
p′ ] = (2π)3 δ(3)(p− p′)

Para demostrar en sentido ⇐ se sustituye

φ(x) =

∫
d3p

(2π)3

1√
2ωp

(
ap + a†−p

)
e ip·x , π(y) =

∫
d3p′

(2π)3
(−i)

√
ωp′

2

(
ap′ − a†−p′

)
e ip

′·y

[φ(x), π(y)] = − i

2

∫
d3p d3p′

(2π)6

√
ωp′

ωp

(
[a†−p, ap′ ] − [ap, a

†
−p′ ]

)
e i(p·x+p′·y)

= i δ(3)(x− y)

usando [ap, a
†
−p′ ] = (2π)3 δ(3)(p + p′) y δ(3)(x− y) =

∫
d3p

(2π)3
e ip·(x−y)

Tarea: comprobar ⇒
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B Hamiltoniano en términos de ap y a†p

Se encuentra a partir de H =

∫
d3x

(
1
2π

2 + 1
2 (∇φ)2 + 1

2m
2φ2
)

φ(x) =

∫
d3p

(2π)3

1√
2ωp

(
ap + a†−p

)
e ip·x , π(x) =

∫
d3p

(2π)3
(−i)

√
ωp

2

(
ap − a†−p′

)
e ip·x

Tarea: comprobar ec.(2.31) en Peskin + Schroeder
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