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Sistemas dinamicos deterministas
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Ciencia: fendmenos naturales se pueden comprender como relaciones causa-efecto.
Relaciones se expresan en lenguaje matematico: ecuaciones, reglas, funciones.

Sistemas fisicos, bioldgicos, quimicos, econémicos , etc.

Ejemplo: Mecénica Clasica. fﬁt\
Leyes de Newton para el movimiento. F=mg \ Y1)
' X(t
3 GE v(0) . :
y(0) Conociendo posicion inicial (x(0), y(0)) y velocidad inicial

(Voxs Voy), trayectoria (x(t), y(t)) esta determinada.

Regla determinista: operacion que permite calcular el estado de un sistema en un tiempo posterior
a partir del conocimiento de su estado en un tiempo anterior.
Regla: t continuo, t discreto, algoritmo.

antes después

X( t) - Conjunto de variables del estado del sistema en el tiempo t. [ X(t) } 3 [ X(t +t )J




Sistemas lineales vs. no lineales
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Lineal: suma de las causas = suma de los efectos. Principio de superposicion: si x(t) y y(t) son soluciones, entonces x(t)+y(t) es solucion.

No lineal: efecto no es proporcional a la causa. No se cumple principio de superposicion:  f(x+y) , f(x (Y

Sistemas lineales: existen métodos generales para encontrar soluciones en términos de funciones u operaciones elementales:
polinomios, exponenciales, trigonométricas. Soluciones son regulares, periodicas, suaves.

Sistemas no lineales: no hay métodos generales; soluciones son particulares; comportamiento es irregular.
En general, soluciones se obtienen por métodos numeéricos, computacionales, o experimentales.

Sistemas no lineales son mayoria en la naturaleza.

Ejemplo clasico: turbulencia en fluidos,
impredecible en tiempo y espacio.

AHay un problema f2sico
campos, que es muy antiguo y que no ha sido
resuel to: es el probl ema
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Richard Feynman, Lectures on Physics (1963).
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Espacio de fase

Estado de muchos sistemas se puede describir mediante un conjunto de N variables reales (posicion, velocidad, presién, densidad, temperatura, etc)
¢(0) (oo (O (0) E Fo ((‘))) N YO |

Espacio de fase: espacio euclideano N-dimensional U donde cada coordenada x;representa una variable del sistema.
Evolucion del sistema se puede ver como un cambio del vector x(t) (analogo a posicidn) en su espacio de fase.

La evolucién de muchos sistemas dinAmicos se pueden describir mediante ecuaciones diferenciales:

'Q ~ \ ", \ \ Wl \ N = M \ N 7
Qo BN donde Be® (Q o RQ®©® ERQ G (W) o pardmetros.

Equivalente a sistema de N ecuaciones diferenciales de primer orden:
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é
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En general, una ecuacion diferencial de orden N se puede
expresar como N ecuaciones diferenciales de primer orden.

Solucién x(t) determinada por condiciones iniciales: o(T) (6 1w () E Fwo (1)) Si f, son no lineales, comportamiento de x(t) depende de parametros.

Qo .

Solucion estacionaria o punto fijo : I o’h T
K-




N = tamario de la poblacién. S = fraccion de individuos susceptibles. I= fraccion de individuos infectados. R= fraccion de recuperados.
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Figure 2.1. The time-evolution of model variables, with an initially entirely susceptible population
and a single infectious individual. The figure is plotted assuming g = 520 per year (or 1.428 per
day) and 1/y =7 days, giving R, = 10. (See the following pages for a definition of the crucial

b = tasa de transmision de | a S.
0 =tasa de recuperacion.

S+I+R= cte.

. . O 0) R I
Epidemia no se propaga si 6511) Tt X)) —

f

Tasa de reproduccién basica: Y k —

Epidemia no se propaga si S(0) < 1/R,

Condicién umbral: epidemia se propagasi S( 0) =R, >Y.

Ejemplo: Ecs. de Hamilton, sistema mecanico con s grados de libertad:
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Teorema de existencia y unicidad
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Considere un sistema dinamico 0o l e(0) definido en un subespacio YO s
T X0
tal que f(x) satisface la propiedad de Lipschiptz: [[K®) KOOI Qe «s 20 9
a—f =
paraalgink<D ,donde gs (¢ e E ey) 4
X2
Dada un condicion inicial e(m) N “Y h
existe una solucion unica x(t) que satisface el sistema paraty (O, U gue pasa por x(0). -
Situaciones prohibidas por el Teorema de unicidad en el espacio de fase:
X2 X2
X
A A x(0) 2 i
X(0) ®
X'(0) 6_»
» X1 » X1 > X

Atractor: estado dinamico asintotico en espacio de fase.



Teorema de Poincaré-Bendixson
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Los Unicos estados asintoticos posibles en un espacio de fase bidimensional Pe '/\ Pe
son puntos fijos o ciclos limite (trayectorias periddicas, cerradas). 1 P I ]f IO
|\_,0 l
Consecuencia del Teorema de unicidad. H\/}
Ejemplo: oscilador arménico simple, s = 1 grado de libertad q.
~ere NP
Onm Ca C @ Espacio de fase:
Ecs. de Hamilton: T 3 o
- ’ ‘onfm  AOA
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Edward Lorenz (1963):
modelo simplificado de corrientes de conveccion en la atmosfera.

Sistema no lineal: Ecuaciones de Lorenz

aire frio

N v N v N\

Ecuaciones de Lorenz:
—= aX & ) _
dt 4 Variables de estado del sistema:
dy_ X -Xz y X: velocidad de conveccion
y: temperatura en direccion longitudinal
dz z: temperatura en direccion vertical
p =Xy -bz

Parametros:

a: conductividad térmica
b: factor geométrico
r: nimero de Rayleigh

/ // / // Solucién numérica;

- / / ¥ /i parametros fijos , r > rc,
P 7 dados valores iniciales x(0), y(0), z(0
O";/OG g (0). ¥(0). z(0)
\ ¥ | /
- e
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Caos: sensibilidad extrema de la trayectoria ante pequefios cambios en las condiciones iniciales
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E. Lorenz, Deterministic nonperiodic flow, Journal of Atmospheric Sciences 20, 130 (1963).

-Perturbaci-n inicial Y clima impredecible a |largo plazo
- Comportamiento genérico en sistemas de ecuaciones no lineales.

ik : Condiciones iniciales de trayectorias
B rojo y azul difieren en 10-12:
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Atractor de Lorenz
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Solucion en espacio de variables x,y,z: atréictore x t r a § 0 0 Distintas condiciones iniciales recorren el atractor en forma diferente.

iLorenz paso6 desapercibido por 12 afios!

Elnombrefic ado saparece por primera Vv

T. Y. Li, J. Yorke, Period three implies chaos,
Amer. Math. Monthly 82, 985 (1975).

Atractoriext raffo0 posee geometr2a fractal



La increible vision de Poincaré
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Henri Poincaré estudio la estabilidad del sistema solar;
en particular el problema gravitacional de 3 cuerpos:

APuede suceder que pequefYas difere
condiciones iniciales conduzcan a grandes diferencias
en |l os resultados final es. La pred

AfCada curva nunca se intersecta a
se pliega sobre si misma de un modo muy intrincado.
Uno se queda aténito frente a la complejidad de esta
for ma, l a cual no intentar® siqui

A5

Les Méthodes Nouvelles de la Mecanique Céleste (1903).

20

Comportamiento de sistema no lineal puede experimentar grandes cambios al variar un parametro:

Regular, predecible CAOs:
Sensibilidad extrema de la evolucion de un sistema determinista
no lineal ante perturbaciones de sus condiciones iniciales.
x(C
X(t) parametro ( ) ( )
—> x(0
x(0 !
/
x(0) + x(0) +¢ * x'(1)
l‘_’J pequefia perturbacion de condicién inicial - No viola el Teorema de Unicidad: determinismo implica prediccion.
- Prediccion no es estable.
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Mapas o funciones iterativas son sistemas dinamicos deterministas:

® Qo h n=0,12...

I' = pardmetro

Secuencia de iterados para un valor r fijo:

trayectoria u 6rbita con tiempo discreto.

Dado X0 .

Aparecen en muchos contextos:
- Series de tiempo experimentales son generalmente discretas;
- Integracién numérica.

Poincaré section: discrete time dynamics

intersection of trajectory x(t)

phase space with a surface section

in phase space

Time series:

R, R, Res), ..., R (4]

Sistemas dinamicos con tiempo discreto

Ejemplo:

mapa logistico

(modelo de crecimiento
de poblaciones con
recursos limitados).

2= f(x) =x@Q x)
© N Tip

Condiciones iniciales
rojo y azul difierentes
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Resumen

R
Sistema dinamico determinista: [ X(t) J # [X(t +17 )J Dado x(0), evolucion esta determinada para t > 0.

R: ecuaciones diferenciales, funciones, mapas, algoritmo, instrucciones. t: continuo, discreto. R puede depender de parametros o

lineal Y evoluci-n regular, peri-dico, punto fijo, predeci bl

nolinealY e v ol uc i semrrequlargntpredecible, cadtico (sensible a pequefios cambios en condiciones iniciales).

Propiedades de sistemas no lineales:

1) Comportamientos dinamicos distintos al variar &4bifurcaciones). Puede existir valor critico 8 para transicion orden-caos.

periodico | C caos

| e

2) ©=> g comportamiento caotico.

- No linealidad: condicion necesaria, pero no suficiente para caos.
- Teorema Poincaré-Bendixson(t continuo) Y dimensi - -n espacio de f a
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